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Условные обозначения:

*a  – скорость в минимальном сечении сопла;

γ – показатель адиабаты; *δ – толщина вы-
теснения; 0/ ρρε =  – безразмерная плот-

ность ( 0ρ – плотность на входе в сопло); F –

площадь; */ FFF aa =  – геометрическая сте-

пень расширения сопла; 0h  – полная энталь-

пия; М – число Маха; cµ  – коэффициент рас-

хода; 0η  – коэффициент динамической вяз-
кости; π = рст / pо – безразмерное давление на
стенке (где рст – давление на стенке, pо – дав-
ление на входе в сопло); *r – радиус мини-

мального сечения сопла; */ rRR ∗∗ = , где ∗R –
радиус кривизны стенки сопла в продольном
направлении для минимального сечения;
θ2 – угол наклона к оси стенки сверхзвуко-
вой части сопла; cϕ  – коэффициент полноты

удельного импульса сопла; kpϕ  – коэффици-
ент полноты тягового комплекса сопла;

*/ rxx =  – безразмерная продольная коорди-
ната.

Апробация разработанной автором чис-
ленной модели учета влияния вязкости на
течение в соплах ракетных двигателей малой
тяги (РДМТ) в приближении ламинарного

пограничного слоя со скольжением [1] осу-
ществлялась путем сравнения результатов
расчетов по этой методике  как с данными
экспериментов для сопел с конической сверх-
звуковой частью, так и с результатами расче-
тов по модели более высокого уровня на ос-
нове укороченных уравнений Навье–Стокса.

На рис. 1-5 показаны результаты апро-
бации применительно к влиянию вязкости на
локальные параметры течения газообразно-
го рабочего тела в соплах РДМТ.

На рис. 1 представлены результаты эк-
сперимента, проведенного автором в научно-
исследовательском центре космической энер-
гетики (НИЦ КЭ) КуАИ-СГАУ и имевшего
целью определение безразмерного статичес-
кого давления на стенке сопла (Θ2 = 15о,
γ =1,4) при числах Рейнольдса Re2=2·104

 и
Re2=2·105. На рис. 2 показаны результаты эк-
сперимента по определению безразмерного
статического давления на стенке сопла, по-
лученные Розе с помощью электронного пуч-
ка [2], а на рис. 3 – результаты Г. А. Евсеева
для экспериментального определения числа
Маха на оси сопла (Θ2 = 21.7о, γ = 1,4) [ 3 ].

На этих же рисунках показаны резуль-
таты расчетов в приближении пограничного
слоя с использованием разработанной авто-
ром численной методики [1], а также резуль-
таты расчетов Рэя [4] и О. И. Фирсова [5] в
приближении узкого канала.
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Рис. 1. Сравнение экспериментальных и расчетных результатов для безразмерного давления
на стенке сопла в диапазоне чисел Рейнольдса 1,2⋅104< Re2 <1,2⋅105

∆, ο – эксперимент автора (γ =1,4): Θ2 = 150, o – Re2 = 1,2⋅105, ∆ - Re2 = 1,2⋅104

1 – расчет в одномерном невязком приближении;
2, 3 – расчет автора в приближении пограничного слоя:

2 – Re2 = 1,2⋅105, Θ2 = 150, 3 – Re2 = 1,2⋅104, Θ2 = 150

4, 5 – расчет в приближении узкого канала по методике О. И. Фирсова [5]:
4 – Re2 = 1,2⋅105, Θ2 = 150, 5 – Re2 = 1,2⋅104, Θ2 = 150
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Рис. 2. Сравнение экспериментальных и расчетных результатов
для безразмерного давления на стенке сопла при Re3=690:

1 – эксперимент Розе [ 2 ] (γ  = 1,40, Θ2=200), 2 – расчет в одномерном невязком приближении,
3 – расчет автора в приближении пограничного слоя, 4 – расчет Рея [ 4 ] в приближении узкого канала
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На рис. 1-3 , а также при последующем
изложении под числом Рейнольдса Re2 под-
разумевается следующая его форма:
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Это обусловлено тем, что оба вида чис-
ла Рейнольдса широко используются как в
отечественной, так и зарубежной литературе.

Как показывают зависимости на рис. 1
и 2, по мере уменьшения числа Рейнольдса
статическое давление в невязком ядре может
увеличиваться в несколько раз по сравнению
с его значениями в одномерном невязком при-
ближении, что связано с обратным влиянием
пограничного слоя на течение в невязком
ядре. Результаты, представленные на рис. 3,
показывают, что вязкость оказывает суще-
ственное влияние на характер изменения чис-
ла Маха на оси сопла (в сторону уменьше-

ния по сравнению с невязким приближени-
ем из-за обратного влияния пограничного
слоя на течение в невязком ядре).

Сравнение результатов расчета на рис.
1-3 в приближении пограничного слоя как с
результатами эксперимента, так и с расчетом
в приближении узкого канала показывает их
удовлетворительное согласование.

Результаты экспериментального иссле-
дования влияния вязкости на поперечные
профили безразмерной плотности ε (r) [2] и
числа Маха М(r) [3] для различных сечений
сверхзвуковой части сопла в диапазоне чи-
сел Рейнольдса Re3 от 690 до 1230 показаны
на рис. 4, 5.

Характерное влияние вязкости на попе-
речный профиль ε(r) проявляется в суще-
ственной зависимости безразмерной плотно-
сти от радиуса из-за уменьшения безразмер-
ной плотности на оси и увеличения на стен-
ке (по сравнению с невязким одномерным
расчетом). Как показано на рис. 4, при
F а = 53 и числе Рейнольдса Re3 = 690 разли-
чие в значениях безразмерной плотности на
оси и на стенке сопла достигает восьмикрат-
ной величины.

Рис. 3. Сравнение экспериментальных и расчетных результатов по определению
числа Маха на оси сопла при Re3 = 1230:

ο – эксперимент Г. А. Евсеева  [3] (Re3=1230, Θ2 = 21,70, γ =1,4);
1 – расчет в одномерном невязком приближении; 2 – расчет автора в приближении пограничного слоя,

3 – расчет в приближении узкого канала по методике О. И. Фирсова [5]
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Рис. 4. Сравнение экспериментальных и расчетных результатов для поперечных
профилей безразмерной плотности пограничного слоя при Re3=690 (γ =1,4, Θ2 = 200)

• – эксперимент Розе [2] при aF  = 9,2 ( x = 6);

 o – эксперимент Розе [2 ] при aF = 53 ( x =17,7);

 
 – расчет в одномерном невязком приближении;

 
 – расчет автора в приближении пограничного слоя:

1 – расчет при aF  =9.2; 2– расчет при aF =53
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Рис. 5. Сравнение экспериментальных и расчетных результатов по определению поперечных профилей
чисел Маха при Re3=1230 (γ =1,4, Θ2 = 21,70)

• – эксперимент Г. А. Евсеева [3], x =11.1, aF =19; ο – эксперимент [3], x = 23,4, aF =86;
1, 2 – расчет автора в приближении пограничного слоя;

3, 4 – расчет в приближении узкого канала по методике О. И. Фирсова [5]
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Зависимости на рис. 5 показывают су-
щественное влияние вязкости на профиль
числа Маха М (r) при течении рабочего тела
в сверхзвуковой части сопла. Отметим так-
же наличие существенной величины сколь-
жения скорости, которая для условий тече-
ния на срезе сопла применительно к зависи-
мостям на рис. 5 cоставляет около 150 м/с.

Приведенные на рис. 4, 5 результаты для
поперечных профилей безразмерной плотно-
сти и числа Маха показывают удовлетвори-
тельное согласование результатов расчетов по
разработанной численной методике учета
влияния вязкости в приближении ламинар-
ного пограничного слоя [1] как с эксперимен-
тальными данными, так и с результатами рас-
четов в приближении узкого канала.

На рис. 6-11 показаны результаты апро-
бации применительно к влиянию вязкости на
интегральные параметры течения рабочего
тела в соплах РДМТ. К числу основных ин-
тегральных параметров потока применитель-
но к течениям в соплах РДМТ относятся тол-
щина вытеснения δ* , коэффициент расхода
µс , коэффициент потерь удельного импульса
сопла ϕс и коэффициент полноты тягового
комплекса ϕкр.

На рис. 6 на примере сопла с конической
сверхзвуковой частью (Θ2 = 21,7о , γ = 1,4 ),
исследованного экспериментально в [3], по-
казаны расчетные зависимости δ*(х) для чи-
сел Рейнольдса Re3 =1,23·103 и Re3 = 1,23·105,
полученные в приближении пограничного
слоя с использованием методики [1]. Отме-
тим, что характерной особенностью зависи-
мости δ*(х) в соплах РДМТ является наличие
минимума этой зависимости в трансзвуковой
части сопла, что объясняется наличием боль-
шого отрицательного продольного градиен-
та давления в трансзвуковой части сопла. За-
висимости, приведенные на рис. 6, показы-
вают, что при Re3= 1,23·103 пограничный слой
занимает основную часть области течения
вблизи среза сопла.

На том же рисунке приведены резуль-
таты работы [3] по экспериментальному оп-
ределению величины δ*(х) при Re2 = 1,23·103,
которые хорошо согласуются с расчетами по
методике [1].

На рис. 7 приведены результаты расче-
та коэффициента расхода для сопел с различ-
ной формой трансзвуковой части в диапазо-
не чисел Рейнольдса Re2 от 102 до 105 в при-
ближении пограничного слоя по методике [1].

Рис. 6. Сравнение экспериментальных и расчетных результатов для зависимости толщины
вытеснения по длине сопла при различных числах Re3 (γ =1,4, Θ2 = 21,70)

• – эксперимент Г. А. Евсеева [3] при Re3 = 1,23⋅103,
 1 – расчет автора в приближении пограничного слоя при Re3 = 1,23⋅103,
2 – расчет автора в приближении пограничного слоя при Re3 = 1,23⋅105
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Здесь же показано сравнение этих результа-
тов как с результатами экспериментов Розе
[2], Кулувы и Хосэка [6] и автора данной ра-
боты, так и с результатами расчета в прибли-
жении узкого канала по методике О. И. Фир-
сова [5].

Приведенные на этом рисунке резуль-
таты показывают весьма сильную зависи-
мость коэффициента расхода от числа Рей-
нольдса и формы трансзвуковой части сопла,
а также существенное влияние скольжения
скорости на величину коэффициента расхо-
да при Re2 < 2·103. Зависимости, приведен-
ные на рис. 7, свидетельствуют о хорошем
согласовании результатов расчета величины
коэффициента расхода в приближении погра-
ничного слоя [1] как с экспериментом, так и
с расчетом в приближении узкого канала в
широком диапазоне чисел Рейнольдса – от
Rе2 =102  до Re2=105 .

На рис. 8-11 приведены результаты эк-
спериментального определения влияния вяз-
кости на потери удельного импульса и вели-
чину тягового комплекса для сопел РДМТ в
диапазоне чисел Рейнольдса Re2 от 70 до 105,
полученные как автором работы в НИЦ КЭ
СГАУ, так и в работах [7,8 ].

Эти результаты относятся к соплам
РДМТ с конической сверхзвуковой частью
при использовании в качестве рабочего тела
либо осушенного воздуха с температурой на
входе в сопло порядка 300 К (рис. 8), либо
газообразных азота (рис. 9, 11) и водорода
(рис. 10). Такие условия эксперимента обес-
печивают наиболее надежное сравнение экс-
периментальных и расчетных результатов
определения потерь из-за трения и рассеяния
в широком диапазоне чисел Рейнольдса.

Результаты, приведенные на рис. 8-10,
показывают, что потери удельного импульса

Рис. 7. Сравнение экспериментальных и расчетных результатов длякоэффициента
расхода µс в диапазоне чисел Re2 от 102 до 105

а) 0,5R∗ = ; • - эксперимент Розе [2]; расчет автора в приближении пограничного слоя:
1 – с учетом скольжения; 2 – без учета скольжения;

3- расчет в приближении узкого канала по методике О.И Фирсова [5] ;

б)  – 20R∗ = ; о – эксперимент Кулувы и Хосэка [6]; ⊕ – эксперимент автора; расчет автора
в приближении пограничного слоя: 4 – с учетом скольжения; 5 – без учета скольжения;

 - расчет в приближении узкого канала по методике О. И. Фирсова [5];

/R r R∗ ∗ ∗= , где r∗  и R∗  – соответственно радиусы минимального сечения и кривизны стенки соплаа
в продольном направлении для минимального сечения
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Рис. 8. Сравнение экспериментальных и расчетных результатов для потерь удельного импульса
в диапазоне чисел Re2 от 103 до 105

∆ – эксперимент автора  для конических сопел (θ2 = 100; γ= 1,4);
1 – расчет автора в приближении пограничного слоя;

⊕ – расчет в приближении узкого канала по методике О. И. Фирсова [5]
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Рис. 9. Сравнение экспериментальных и расчетных результатов для потерь

удельного импульса в диапазоне чисел Re2 от 2106 ⋅ до 4102 ⋅
ο – эксперимент В. А. Бутенко и др. [7] для конических сопел (θ2 = 170; γ= 1,4);

1 – расчет автора в приближении пограничного слоя;
⊕ – расчет в приближении узкого канала по методике О. И. Фирсова [5]
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в указанном диапазоне чисел Рейнольдса со-
ставляют от 2 % (для верхней границы диа-
пазона) до 24 % (для нижней границы диапа-
зона). На этих же рисунках приведены резуль-
таты расчетов потерь удельного импульса в
приближении пограничного слоя с использо-
ванием методики [1], а также результаты рас-
четов в приближении узкого канала c исполь-
зованием методики [5]. Результаты сравнения
показывают, что расчет потерь удельного
импульса в приближении пограничного слоя
по методике [1] хорошо согласуется с экспе-
риментом во всем диапазоне чисел Рей-
нольдса.

Результаты расчета в приближении уз-
кого канала дают несколько завышенные по-
тери удельного импульса при Re2 < 104

(рис. 9, 10). Так, при Re2=103 это различие со-
ставляет около 3,5 %. На рис. 10 приведены,
кроме того, результаты расчета коэффициен-
та полноты удельного импульса ϕс  авторов
работы [8] (кривая 4), а также результаты рас-
чета по методике [9] (кривая 3), не учитыва-
ющей обратное влияние пограничного слоя

на течение в невязком ядре. Результаты этих
расчетов дают значительное завышение ко-
эффициента ϕс и плохо согласуются с экспе-
риментом.

На рис. 11 показаны результаты экспе-
риментального определения коэффициента
полноты тягового комплекса ϕкр в диапазоне
чисел Рейнольдса Re2

 от 5·102 до 2·104, полу-
ченные в [7]. Там же приведены результаты
расчетного определения величины ϕкр в при-
ближении пограничного слоя и узкого кана-
ла в соответствии с методиками [1] и [5].

Анализ этих результатов показывает,
что уменьшение величины тягового комплек-
са из-за влияния вязкости в указанном диа-
пазоне чисел Рейнольдса составляет от 8 %
до 40 %, а результаты газодинамического рас-
чета в приближении пограничного слоя удов-
летворительно согласуются как с эксперимен-
том, так и с расчетом в приближении узкого
канала.

В целом результаты апробации, изло-
женные в данной работе, позволяют сделать
вывод о приемлемой степени адекватности

Рис. 10. Сравнение экспериментальных и расчетных результатов для потерь удельного импульса

в диапазоне чисел Re2 от 2105 ⋅ до 3104 ⋅

∆ – эксперимент работы [8 ] ( aF  = 100, Θ2 = 200, γ  = 1.4);
1 – расчет автора в приближении пограничного слоя по методике [1] с использованием

интегральных параметров; 2 – расчет автора в приближении пограничного слоя по методике [1]
с использованием локальных параметров; 3 – расчет в приближении пограничного слоя по методике [9]; 4 –

расчет авторов работы [8]; ⊕ – расчет в приближении узкого канала по методике [5]
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методики [1] для учета влияния вязкости при
расчете как локальных, так и интегральных
характеристик сопел РДМТ в диапазоне чи-
сел Рейнольдса Re2 от 

2105 ⋅  до 105, что соот-
ветствует диапазону тяг РДМТ от 10-3 Н до
103 Н.
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Рис. 11. Сравнение результатов расчетного и экспериментального определения коэффициента
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1 – аппроксимация экспериментальных результатов [7];
2 – результаты расчета автора в приближении пограничного слоя;

⊕ – результаты расчета в приближении узкого канала по методике О. И. Фирсова [5]
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APPROBATION OF THE NUMERICAL MODEL OF ACCOUNT OF VISCOSITY
IMPACT ON THE FLOW IN LOW-THRUST ROCKET ENGINE NOZZLES IN THE

APPROXIMATION OF A LAMINAR BOUNDARY LAYER WITH SLIDING
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The paper outlines the results of approbation of the numerical model developed in [1] of the account of viscosity
impact on the flow in low-thrust rocket engine nozzles in the approximation of a laminar boundary layer with sliding by
comparing the results of calculations according to the model both with the experimental results and with the results of
calculations using a model of a higher level (shortened Navier-Stokes equations in the approximation of a narrow
channel).

Laval nozzle, Reynolds number, experiment, numerical calculation, dimensionless density profile, Mach number
profile, consumption factor, nozzle specific impulse loss factor.
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