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Работа посвящена построению параллельного алгоритма метода встречных циклических прогонок для реше-
ния сеточных уравнений ленточного вида. Рассмотрен вариант линейного разбиения двумерной сеточной области.

Произведено сравнение с известными алгоритмами, выявлены недостатки и достоинства приведенного.

Параллельный алгоритм, метод встречных циклических прогонок

Введение

Математическое моделирование полу-

чает все большее распространение в различ-

ных областях науки и техники, например, в
дифракционной оптике [1]. Развитие вычис-
лительных средств привело к необходимости
интеграции методов математического моде-
лирования и современных компьютерных
технологий.

Моделирование физических процессов
зачастую сводится к необходимости решения
систем линейных алгебраических уравнений
(СЛАУ) вида Ax b= , где матрица A имеет
ленточную структуру. Причем круговые,
сферические и цилиндрические физические
подобласти характеризуются матрицей, со-

держащей кроме ленты на центральных диа-
гоналях ненулевые элементы в верхнем пра-
вом и левом нижнем углах. Переход к реаль-
ным задачам больших размеров сопряжен с
заметным ростом объема вычислений.

Именно этот фактор определяет растущую
потребность в применении параллельных
вычислительных систем для решения боль-
ших и очень больших задач и, как следствие,
синтез алгоритмов, определяемых такой ар-

хитектурой. Для создания параллельных ал-

горитмов решения вышеуказанных СЛАУ
традиционно используются следующие ме-
тоды: метод прогонки, циклической редук-

ции, декомпозиции. Необходимо обратить
внимание на то, что метод прогонки является
экономичным, но плохо масштабируемым;

метод циклической редукции удовлетвори-

тельно масштабируется и вместе с тем имеет
повышенный объем коммуникаций, метод

декомпозиции обладает приемлемым объе-
мом пересылок и характеризуется большим
объемом вычислений. Данные соображения
и тот факт, что ограничение на масштаби-

руемость может быть снято в случае много-

мерной сеточной области, был определен вы-

бор в пользу применения метода прогонки для
решения СЛАУ с матрицей ленточного вида.

В работах [2-4] приведены параллель-
ные алгоритмы данного метода. Наряду с не-
сомненными достоинствами каждый из них
имеет и недостатки.

Так применение метода правой прогон-

ки из работы [2] непосредственно для одно-

мерной (1D) сеточной области невозможно.

Для случая линейного разбиения одномер-

ной сеточной области возрастает время про-

стоев. Метод встречных прогонок не может
быть применим для решения разностных
уравнений с циклическими граничными ус-
ловиями [3], имеет ограничение на число за-
дач (четное) [4].

В данной работе предложен параллель-
ный алгоритм метода встречных цикличе-
ских прогонок, являющийся развитием алго-

ритмов из [3], [4]. При этом длительность
вычислений по сравнению с алгоритмом из
работы [4] не увеличивается и предъявляют-
ся относительно низкие требования к объему
оперативной памяти вычислительной систе-
мы. Целесообразность создания алгоритма
данного метода определяется областью его
применения:

– при аппроксимации краевых задач
для обыкновенных дифференциальных урав-
нений второго порядка с переменными (пе-
риодичными) коэффициентами:
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– реализация разностных схем для уравне-
ний с частными производными в цилиндри-

ческих и сферических координатах.

Параллельный алгоритм
для одномерной сеточной области

Прежде чем приступить к рассмотре-
нию параллельного алгоритма метода
встречных циклических прогонок для мно-

гомерных областей, обратимся к параллель-
ному алгоритму данного метода для одно-

мерной сеточной области. Функциональная
декомпозиция метода встречных цикличе-

ских прогонок определяется спецификой
использования в ней алгоритма из [5]. Па-
раллельный алгоритм для одномерной се-
точной области подробно изложен в работе
[4]. Кратко приведем основные моменты
данного подхода.

Произведем разбиение одномерной об-

ласти данных 1ω на равные подобласти 1

1ω и
2

1ω между двумя задачами параллельного ал-

горитма. Пусть первая задача вычисляет про-

гоночные коэффициенты , ,i i iα β γ и iu при

1 i g≤ ≤ , вторая , ,i i iζ η ψ и iv при

1g i N+ ≤ ≤ , где g - номер последнего узла

подобласти 1

1ω , N – номер последнего узла

областей 1ω и 2

1ω  . 

а) б)

в) г)

д) е)

Рис. 1. Этапы вычислений по двухзадачному параллельному алгоритму, реализующему

метод встречных прогонок на одномерной сеточной области

Вычисления по алгоритму включают:
вычисление коэффициентов α, β, γ, ζ, η, φ

(прямой ход прогонок, рис. 1а), обмен дан-

ными (крайними коэффициентами αg+1, βg+1,

γg+1, ζg+1, ηg+1, φg+1, рис. 1б), вычисления зна-

чений сеточных функций U, V (обратный
ход, рис. 1в), пересылка дополнительных
данных UN-1, VN-1 (рис. 1г), вычисление y0,

пересылка y0 (рис. 1д) и нахождение оконча-
тельного решения (рис. 1е). При этом обе за-
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дачи производят вычисления одновременно,

за исключением вычисления y0. Простои при
данном подходе отсутствуют, однако алго-

ритм не масштабируется.
Ускорение приведенного двухзадачно-

го алгоритма оценивается величиной

1

1
1 3

2

a

a k

C MN
S

C MN N

τ=
τ + τ

,

где M – размерность СЛАУ, С1Mτa – дли-

тельность расчета по последовательному ал-

горитму [5], τa – время выполнения одной

операции с плавающей точкой, τk – длитель-
ность одной коммуникации между задачами
алгоритма в рамках пакетной модели. При
пакетной модели передачи [6] данных время
передачи некоторого объема данных остает-
ся неизменным, если этот объем не превы-

шает размера пакета.
Состоятельность данного алгоритма

подтверждается результатами вычислитель-
ных экспериментов, которые приведены на
рис. 2.

Рис. 2. Зависимость ускорения параллельного вычислительного процесса от размера сеточной области

Полученное ускорение для исследуе-
мого алгоритма соответствует закону Амда-
ла, согласно которому оно не должно пре-
вышать 2. 

Например, для всех размерностей сеточ-

ной области, начиная с M=50000, ускорение
предложенного алгоритма превышает 1,5.

Параллельный алгоритм для двумерной
сеточной области, основанный на методе

встречных циклических прогонок
с линейным разбиением

Для двумерной области ω2 ограничение
на масштабируемость снимается. В работе
[6] приведен параллельный алгоритм метода
встречных прогонок для ω2. Здесь он моди-

фицирован на случай СЛАУ с трехдиаго-

нальной матрицей и ненулевыми элементами

в верхнем правом и левом нижнем углах.

Если алгоритм состоит из двух задач, то ка-
ждая СЛАУ в продольном направлении
(прогонки по строкам) решается одновре-
менно обеими задачами. Вычисления в по-

перечном направлении (прогонки по столб-

цам) являются независимыми и не сопрово-

ждаются коммуникациями. Пусть размер се-
точной области ω2 будет N×M узлов. Линей-

ное разбиение выполним по М. Тогда уско-

рение алгоритма составит

1

1

2
.

6

a

a k

C MN
S

C MN N

τ=
τ + τ

Для алгоритма из 4 задач производится
линейное разбиение сеточной области, пред-

ставленное на рис. 3. Первая и последняя за-
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дачи начинают прямой ход без принятия
прогоночных коэффициентов, остальные за-
дачи перед прямым ходом принимают про-

гоночные коэффициенты, выполнив необхо-

димые вычисления, передают их. Задачи под
номерами р/2 и р/2+1 (р – число задач) начи-

нают обратный ход принятием прогоночных
коэффициентов друг от друга. Вычислив
значения сеточных функций, передают их

задачам р/2-1 и р/2+2. Остальные задачи пе-
ред обратным ходом принимают значения
сеточных функций, выполнив необходимые
вычисления, передают их. Кроме того, зада-
ча 4 по завершении обратного хода передает
значения сеточных функций задаче 1, кото-

рая вычисляет y0 и пересылает его осталь-
ным задачам. После чего производится вы-

числение решения.

а) б)

в) г)

д) е)

ж)

Рис. 3. Этапы вычислений по четырехзадачному параллельному алгоритму, реализующему

метод встречных прогонок на двумерной сеточной области
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Рассмотрим подробнее этапы вычисле-
ний для алгоритма из 4 задач, учитывая ска-
занное выше о пересылках данных. На пер-

вом шаге задачи 1,4 начинают прямой ход
прогонки для строки 1, задачи 2,3 простаи-

вают (рис. 3а). На втором – задачи 2,3 про-

должают прямой ход для строки 1, задачи 1,4

выполняют прямой ход для строки 2

(рис. 3б). Третий шаг характеризуется про-

стоем задач 1,4 и началом обратного хода
для строки 1 задачами 2,3 (рис. 3в). Четвер-

тый шаг – прямой ход, выполняются задачи
1,4 для строки 3, задачи 2,3 для строки 2

(рис. 3г). Пятый шаг – все задачи выполняют
обратный ход (рис. 3д). После этого прямой
и обратный ходы чередуются, пока задачи
2,3 не произведут прямой ход прогонок для
последней строки. Каждый раз по заверше-
нии обратного хода задачами 1,4, задача 1

получает значения сеточных функций от за-
дачи 4. Задача 1 вычисляет у0 и пересылает
задачам 1,2,3,4, которые в это время про-

стаивают (рис. 3е). Наконец, все задачи вы-

полняют вычисления уi (рис. 3ж). На заклю-

чительном этапе задачи 2,3 выполняют пря-
мой ход, при этом задачи 1,4 простаивают.
Обратный ход выполняется всеми задачами.

После чего задачи 2,3 простаивают, задачи
1,4 завершают обратный ход прогонок для
последней строки сеточной области.

Теоретическая оценка ускорения дан-

ного алгоритма:

1

1 1

2
.

1
6

2 4

a

a k a

C MN
S

M
C MN N C+

τ=
τ + τ τ

Обобщим данный подход на произ-
вольное число задач р. В течение первых р/2

шагов производится только прямой ход про-

гонки. Задача l (l<=p/2) простаивает l-1 шаг,
затем выполняет прямой ход прогонки. По-

сле этого происходит чередование прямого и
обратного хода, причем задача l простаивает
р/2-l шагов обратного хода. Далее чередова-
ние выполняется без простоев. Причем, ко-

гда задача 1 производит прямой ход для i

строки, то задача l производит прямой ход
для строки i-l+1. Когда задача 1 начинает об-

ратный ход для строки i, задача l начинает
обратный ход для i+l-1 строки. Каждый раз
по завершении обратного хода задача 1, по-

лучая значения сеточных функций, вычисля-
ет у0 и пересылает остальным задачам, кото-

рые в это время простаивают. Наконец, все
задачи выполняют вычисления уi. Последние
шаги связаны с простоями задач с меньшими
номерами во время прямого хода (l<=p/2) и
с большими номерами во время обратного
хода. Аналогично проводятся рассуждения
для l >p/2. Ускорение такого алгоритма:

________________________________________________________________________________

1

1

2 1

( 2)
6 (1,5 2)

2 4

a

a

a a k

C MN
S

C MN p M
N C p

p p

τ= τ −+ τ + τ + − τ

________________________________________________________________________________

Заметим, что суммарное время просто-

ев любой задачи одинаково, т.к. оно связано
с ожиданием выполнения арифметических
операций и коммуникаций между задачами
алгоритма.

Состоятельность данного алгоритма
подтверждается результатами вычислитель-
ных экспериментов для случаев 4 и 6 задач.

Приведенные результаты эксперимен-

тов согласуются с законом Амдала. Все вы-

числительные эксперименты проводились на
кластере, состоящем из 6 ЭВМ AMD Sem-

pron (tm) Processor 3000+ (1,8 GHz), связан-

ных локальной сетью Ethernet.

Сравнение известных и предложенного
алгоритмов

На общее время решения задачи влияет
много факторов. Главные из них – время вы-

полнения арифметических операций и время
взаимодействия с памятью. Не останавлива-
ясь подробно на вопросах, связанных с орга-
низацией памяти ЭВМ, отметим, что опти-

мальным является вариант использования
лишь «быстрой» оперативной памяти.
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а)

б)

Рис. 4. Зависимость ускорения параллельного вычислительного процесса

от размера сеточной области для 4-х задач (а), 6 задач (б)

Традиционно, в силу тенденции к соз-
данию аппаратно-независимых программ
понятие размера занимаемой памяти счита-
лось несущественным. Однако известно, что
в ряде случаев указанная особенность может
становится определяющей [7]. Стремление
максимально увеличить размер памяти, не-
обходимой для выполнения программы, мо-

жет привести к использованию дополни-

тельной «медленной» памяти, которая чаще
всего реализуется на жестких дисках. Ее
размеры во много раз больше быстрой памя-
ти, но время доступа также во много раз
больше.

Тот факт, что операции выполняются
только над данными, находящимися в опера-
тивной памяти, приводит к необходимости
многократно переносить данные из «медлен-

ной» памяти в «быструю» и обратно. Не-
удачная организация обменов может привес-

ти к тому, что время осуществления обменов
между быстрой и медленной памятью будет
превосходить время выполнения операций
алгоритма в десятки, сотни и даже тысячи
раз, что может привести к увеличению вре-
мени выполнения вычислений по алгоритму
в несколько раз.

Произведем сравнение данного алго-

ритма и алгоритма, приведенного в работе
[4], учитывая вышесказанное. Первые p ша-
гов в этих алгоритмах совпадают. Далее в
приведенном алгоритме наблюдается чере-
дование прямого и обратного ходов, что по-

зволяет хранить значения прогоночных ко-

эффициентов и сеточных функций лишь на
протяжении p шагов. В алгоритме из работы
[4] они сохраняются в течение 2N+p шагов.
Ясно, что с ростом N возможность увеличе-
ния времени выполнения программы возрас-
тает. Таким образом, требования приведен-
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ного алгоритма к памяти по объему в 2N/p

раз меньше по сравнению с алгоритмом из
работы [4].

По сравнению с алгоритмами из [2,3]

разработанный алгоритм позволил снять ог-
раничения на масштабируемость, возмож-

ность использования для решения разност-
ных уравнений с циклическими граничными
условиями (по сравнению [6]), при этом ско-

рость вычислений оказалась выше (по срав-
нению с [4]).

Выводы

Применение функциональной декомпо-

зиции к синтезу параллельных алгоритмов,
основанных на методе циклических встречных
прогонок для решения сеточных уравнений
трехдиагонального вида, приводит к алгорит-
мам, обладающим высоким ускорением и эф-

фективностью. Для двух задач алгоритм по-

зволяет получить ускорение 1,9; для 4 задач с
1D разбиением – 3,2; для 6 задач с 1D раз-
биением – 3,6.

Представляется целесообразным разви-

тие приведенного метода и синтеза алгорит-
ма с циклическим разбиением двумерной
(2D) области.
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A PARALLEL ALGORITHM IN THE CYCLIC COUNTER-SWEEP METHOD

FOR A TWO-DIMENSIONAL DOMAIN
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Construction of a parallel algorithm in the cyclic counter-sweep method for solving band-type grid equations is

discussed. A variant of the linear breakdown of the two-dimensional grid domain is considered. Comparison is made

with the familiar algorithms, disadvantages and benefits of the algorithm under discussion are shown.
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