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В настоящее время значительный инте-
рес представляют задачи механики разруше-
ния для образцов и элементов конструкций,
находящихся в плоском напряжённом состо-
янии, с различными дефектами, возле кото-
рых возникают соизмеримые с ними по раз-
мерам области больших пластических дефор-
маций. Это связано с широким использова-
нием в тонкостенных конструкциях и оболоч-
ках летательных аппаратов материалов, об-
ладающих хорошими деформационными
свойствами и достаточно высокой пластич-
ностью, а также с высоким уровнем эксплуа-
тационных нагрузок.

С другой стороны, задача о разрушении
пластины из упругопластического материа-
ла, находящейся в плоском напряжённом со-
стоянии и имеющей несквозной трещиновид-
ный дефект, имеет более общий характер и
представляет больший практический инте-
рес, чем задача о сквозной трещине. Это
объясняется тем, что в тонкостенных конст-
рукциях и оболочках, будь то фюзеляж само-
лёта или топливные баки ракет, всегда суще-
ствуют повреждения, имеющие технологи-
ческий характер или возникающие в резуль-
тате внешних воздействий, и в процессе экс-
плуатации трансформирующиеся в царапи-
ны. В свою очередь, в зависимости от уров-
ня внешних нагрузок такие царапины могут

как прорасти в сквозные трещины, так и сра-
зу вызвать разрушение конструкции. Опре-
деление соответствующих предельных состо-
яний в постановке Дагдейла рассмотрено в
работе  [1].

В настоящей работе, в отличие от [1],
краевые условия для задачи о растяжении
тонкой упругопластической пластины с не-
сквозным разрезом-трещиной формулируют-
ся на основании представления процесса де-
формирования материала по толщине на дли-
не этого разреза и в пластических зонах по
схемам жёсткопластического течения. На
длине царапины 2l деформирование матери-
ала происходит по схеме несимметричного
жёсткопластического течения, рассмотренно-
го в [2] и приведённого на рис. 1. Здесь
h – толщина пластины, a – глубина несквоз-
ной трещины, v – скорость смещения верх-
него и нижнего концов пластины, u – ско-
рость прорастания несквозного разреза-тре-
щины в глубину (движение т. О к т. О′).

Область А′О′В′ движется как жёсткое
целое по направлению к т. О со скоростью v.
Пластические деформации локализуются
вдоль изолированных линий скольжения А′О′
и В′О′, которые являются линиями разрыва
скоростей перемещений. При пересечении
этих линий частицами материала происходит
скачкообразное увеличение деформаций и их
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локализация в заштрихованных областях.
Мерой этих деформаций можно выб-

рать первое главное значение тензора конеч-
ных деформаций Альманси E1 или, согласно
[2], эквивалентный энергетический крите-
рий, использующий имеющую физический
смысл величину объёмной плотности энер-
гии диссипации W, получаемой материальной
частицей при пересечении линии разрыва
скоростей перемещений:

*max WW ≥ . (1)

Тогда скорость прорастания несквозно-
го разреза-трещины определится следующим
образом:









−= 12

*W
vu , (2)

где *W  – критическое значение относитель-
ной объёмной плотности энергии диссипа-

ции kWW /** = , k – предел текучести мате-
риала на сдвиг, v – смещение берегов несквоз-
ной трещины в единицу времени.

Несквозной разрез прорастает на всю
глубину при ahuv −=+ , когда т. О выйдет
на тыльную поверхность А′В′. Составив урав-
нение равновесия для полосы с учётом (2),
получим

( ) 







−−=−−−=⋅

*

22
W

vahuvahkhP sσ , (3)

где P – усилие, растягивающее полосу; σs –
предел текучести.

На рис. 2 представлена схема симмет-
ричного жёсткопластического течения, моде-
лирующая деформирование материала плас-
тины в пластических зонах у вершин несквоз-
ной трещины. Процесс деформирования про-
исходит аналогично рассмотренному выше,
но в отличие от последнего внутренняя тре-
щина О′О′′, вершины которой движутся в
разные стороны со скоростью u, выйдет на
свободные поверхности A′B′ и C′D′ при

2/huv =+ . Уравнение равновесия для сим-
метричного течения выглядит следующим
образом:

( ) 







−=−−=⋅

*

4222
W

vhvuhkhP sσ . (4)

Рис. 1. Схема несимметричного
жёсткопластического течения

Рис. 2. Схема симметричного
жёсткопластического течения
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Полученные уравнения используем в
качестве граничных условий для задачи о
бесконечной пластине толщиной h с цент-
ральным несквозным разрезом глубиной a и
длиной 2l, растягиваемым на бесконечности
усилиями P (рис. 3; сечению А-А соответству-
ет рис. 1; смещению B-B соответствует рис. 2).

На линии несквозного разреза реализу-
ется несимметричное жёсткопластическое
течение. Тогда, используя (3), получим выра-
жение для определения ( )xp1 :

( ) ( )








⋅

−−=
hW
xv

h
axp s

*
1

21σ . (5)

В пластических зонах при cxl ≤≤

действуют сжимающие усилия ( )xp2 :

( ) ( )








⋅

−=
hW
xvxp s

*
2

41σ . (6)

Решение упругой задачи с граничными
условиями (5) и (6) будем искать путём су-
перпозиции двух решений, первое из кото-
рых – для однородного растяжения пласти-
ны без несквозного разреза, второе –для раз-

реза с приложенными на его берегах напря-
жениями, исчезающими на бесконечности.
Поскольку первое решение не даёт вклада в
концентрацию напряжений, рассмотрим
только второе состояние, для которого на ос-
новании (5) и (6) запишем следующие гра-
ничные условия:
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(7)

где ( )xv – смещения берегов разреза.
Исходя из физического смысла задачи,

на величину P следует наложить следующие
ограничения:

1) поскольку рассматривается иде-
альный упругопластический материал, то

sP σ≤ ;
2) берега несквозного разреза не долж-

ны контактировать и тем более перекрывать

друг друга. Поэтому 





 −≥

h
aP s 1σ .

Рис. 3. Граничные условия для несквозного разреза
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В полученной задаче (7) на оси x каса-
тельные напряжения xyσ  равны нулю. В этомм
случае перемещения и напряжения могут
быть выражены через одну аналитическую
функцию комплексного переменного по фор-
мулам Колосова-Мусхелишвили. Не останав-
ливаясь на подробностях ее отыскания (см.,
например, [3], [4]), сразу выпишем решение
в наиболее удобном для дальнейшего иссле-
дования виде:

( ) ( ) ( )

( ) ( )
.,

2
1

;,,,1

22

22
cx

x
cp

cx
x

cxdxcp
E

xv

c

c

c

c

≥
−

−

−
=

≤Γ=

∫

∫

−

−

ξ
ξξ

π
σ

ξξξ
π

(8)

Подставив граничные условия (7) в пер-
вое уравнение (8) и проведя некоторые пре-
образования, получим неоднородное уравне-
ние Фредгольма второго рода относительно
смещений берегов разреза ( )xv :

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ).(,,,,2 xfdxcvdxcv
h

xv
c

c
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c

c
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
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(9)

Здесь
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где E – модуль упругости.
К уравнению (9) для определения вели-

чины «с» необходимо присоединить условие
плавности смыкания берегов пластических
зон или эквивалентное условие конечности
напряжений:

( ) .0lim =
→ dx

xvd
cx

(11)

Полученное интегральное уравнение
(9) с ядром, имеющим логарифмическую осо-
бенность, согласно первой теореме Фредголь-
ма имеет решение при любой правой части
f(x), поскольку соответствующее однородное
уравнение не имеет решений, отличных от
тривиального нулевого. Действительно, ра-
венство нулю правой части в (9) означает от-
сутствие внешних сил, действующих на кон-
тур разреза, что сразу же позволяет сделать
вывод о справедливости тождества: ( ) 0≡xv .

Таким образом, согласно теории интег-
ральных уравнений решение (9) можно пред-
ставить в виде ряда:

( ) ( ) ( ) ( ) ...2
2

10 +++= xvxvxvxv λλ , (12)

который будет сходящимся при достаточно
малом λ .

Сделаем оценку величины этого пара-
метра согласно (10). Для большинства метал-
лов справедлива оценка: 01,0/001,0 ≤≤ Esσ ,
причём нижняя граница соответствует плас-
тичным материалам, верхняя – более хруп-
ким. В свою очередь, имеющиеся экспери-
ментальные значения *W  [2] находятся в пре-

делах: 6,13,0 * ≤≤ W . Комбинируя приведён-
ные оценки, получим средневзвешенное зна-
чение λ для основных конструкционных ма-
териалов: 003,0≅ñðλ .

Полученный порядок малости величи-
ны λ позволяет говорить о сходимости ряда
(12) и, следовательно, о возможности реше-
ния уравнения (9) в виде (12). Детальное ис-
следование сходимости этого решения выхо-
дит за рамки настоящей работы. Однако сле-
дует отметить, что точным условиям сходи-
мости является нормируемость ядра:

( )∫
−

≤
c

c
Adxc ,,, 2 ξξΓ

которая доказывается непосредственным ин-
тегрированием. Здесь A – ограниченная ве-
личина.

Подставив ряд (12) в уравнение (9) и
приравняв выражения при одинаковых сте-
пенях λ, получим рекуррентные соотношения
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Для определения величины «с» предста-
вим её в виде числового ряда:

∑=
i

m
m

i cc
0

λ , (14)

в котором слагаемые mc  определяются в ре-
зультате решения последовательности урав-
нений, аналогичных (11):

( ) 0=
dx

cvd mm . (15)

Таким образом, процедура нахождения
решения уравнения (9) представляет собой
циклический процесс, который проводится
по следующему алгоритму.

1. Определяется функция ( )xv0  по фор-

мулам (10) и (13), 0=i .
2. Решается уравнение (15) и определя-

ется 0c .

3. По формуле (13) определяется ( )xv1 ,
1=i .

4. Решается уравнение (15) и определя-
ется 1c .

5. По формуле (14) определяется 1c .
Далее процесс повторяется для i = 2 с

пункта 3. Процедура может быть закончена
при любом выбранном значении i = n.

Тогда решение уравнения (9) запишет-
ся следующим образом:

( ) ( ) ( ) ( )xvxvxvxv n
nλλ +++= ...10 . (16)

Здесь ( )xvi  определяются из уравнения

(13), в котором, в свою очередь, величины 1−ic
вычисляются по уравнениям (14) и (15).

Напряжения ( )xσ  определяются на
контуре разреза и в пластических зонах не-
посредственно из граничных условий (7), а
при cx ≥  – по формуле (8).

Априорный анализ полученных резуль-
татов даёт возможность сделать следующие
выводы.

1. Моделирование деформаций у не-
сквозного разреза-трещины по схемам жёст-
копластического течения позволило учесть
изменение геометрии свободных поверхно-
стей в областях пластических деформаций, а
также установить механический и физичес-
кий смысл раскрытия берегов разреза-трещи-
ны как критерия разрушения.

2. Получено решение рассматриваемой
упругопластической задачи в квадратурах и
разработан алгоритм получения численных
результатов.

Работа выполнена при финансовой под-
держке проекта РФФИ 08-08-99042.
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ELASTIC-AND-PLASTIC PROBLEM FOR A THIN PLATE WITH
A NON-YHROUGH CRACK CUT FOR THE CASE OF LOCALIZED STRAIN

ACCORDING TO RIGID PLASTIC FLOW SCHEMES

 2008 S. L. Stepanov

Samara State Aerospace University

An elastic-and-plastic problem of the tension of a thin plate with a non-through (surface) cut is formulated. The
process of plastic deformation of material both along the entire length of the cut and in plastic areas at its apices is
modelled according to rigid plastic flow schemes, which makes it possible to take into consideration the changes in
plate geometry along the thickness in the vicinity of the non-through cut and along its length. The solution of Fredholm’s
integral equation in quadratures is obtained and the procedure for defining numerical results is designed. The dependence
of the cut side opening on plate thickness and depth is defined in an explicit form. Cut side opening is used as deformation
rupture criterion.
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