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Разработана математическая модель вертикального взлёта вертолёта, учитывающая 
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методика оптимизации вертикального взлёта, основанная на генетическом алгоритме. Оценено 
влияние массы, высоты площадки и температуры наружного воздуха на параметры 
оптимального закона управления при вертикальном взлёте вертолёта Ми-8МТ.  
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Введение 

Оптимизация взлёта и посадки вертолётов является популярным и востребован-
ным направлением в научном мире. Шмитц [1] выполнял оптимизацию взлёта тяжело-
нагруженного вертолёта в двухмерной постановке. Динамика движения моделирова-
лась методом баланса мощностей, и при заданном горизонтальном смещении с помо-
щью модифицированного метода проекции градиента (modified gradient projection algo-
rithm) максимизировалась высота подъёма. Сербе и Райхерт [2] оптимизировали взлёт 
«по-самолётному» и посадку вертолёта, используя метод баланса мощностей и предва-
рительно рассчитанные сетки потребных мощностей. Окуно и Кавачи [3] с помощью 
нелинейной теории оптимального управления (nonlinear optimal control theory) прово-
дили оптимизацию взлёта и последующей посадки в случае отказа одного из двигате-
лей вертолёта в двухмерной постановке, добиваясь минимальной вертикальной скоро-
сти посадки. В [4] решалась аналогичная задача с помощью метода последовательного 
восстановления градиента (sequential gradient-restoration algorithm). Целевая функция в 
работе зависит от расстояния между точками взлёта и посадки. В [5] разработали не-
чёткий контроллер для управления различными манёврами одновинтового вертолёта. 
Оптимальные значения параметров контроллера рассчитывались в этой работе с помо-
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щью генетического алгоритма [6]. В [7] создали методику оптимизации взлёта и посад-
ки, основанную на дискретизации задачи методом конечных элементов. В этой работе 
минимизируется целевая функция, которая зависит от просадки вертолёта в процессе 
разгона и общего шага (ОШ) несущего винта (НВ). Аузяк, Будин и Дрёмов [8] прово-
дили оптимизацию вертикального взлёта и посадки прямым методом приближённой 
оптимизации, разработанным в Академии им. Жуковского. В этой работе минимизиру-
емая целевая функция зависит не только от координаты и скорости вертолёта, но и от 
времени, затраченного на выполнение манёвра. 

Таким образом, исследование методик оптимизации строго вертикальных режи-
мов полёта вертолёта в литературе представлено недостаточно, несмотря на то, что 
практически любое полётное задание предполагает наличие двух вертикальных режи-
мов полёта – взлёта и посадки. Важным является ещё и тот факт, что при выполнении 
этих манёвров в опасной близости от земли должны учитываться индивидуальные воз-
можности вертолёта и эксплуатационные условия. Кроме того, в случае применения 
военных вертолётов из засад вертикальные взлёт и посадка должны быть выполнены за 
минимальное время. 

 
Постановка задачи 

Из вышеизложенного следует, что необходимо создать математическую модель 
вертикального взлёта вертолёта в произвольных эксплуатационных условиях (т.е. мо-
гут варьироваться масса вертолёта, высота площадки, температура наружного воздуха). 

На математическую модель должны быть наложены следующие ограничения:  
 конечная высота вертолёта не может быть больше его статического потолка 

при заданных эксплуатационных условиях; 
 с целью ускорения выполнения взлёта темп изменения ОШ должен быть мак-

симальным, но при этом обеспечивающим постоянство частоты вращения НВ. 
Далее необходимо выполнить верификацию математической модели путём срав-

нения расчётных результатов с данными, полученными в лётном эксперименте. 
В заключение следует выполнить оптимизацию вертикального взлёта и выяснить 

влияние эксплуатационных условий на оптимальные законы управления. Оптимальным 
будем считать такой закон управления, в результате применения которого в заданных 
эксплуатационных условиях вертолёт вышел на заданную высоту с нулевыми скоро-
стью и ускорением за минимальное время (с учётом погрешностей измерения указан-
ных величин). 

 
Математическая модель вертикального взлёта 

При создании математической модели сделаны следующие допущения: 
 движения вертолёта вокруг центра масс парируются лётчиком, следовательно, 

задача сводится к изучению движения центра масс; 
 масса вертолёта не изменяется в процессе взлёта; 
 в начальный момент времени значение ОШ НВ меньше взлётного и вертолёт 

покоится на поверхности земли; 
 взлёт выполняется в штилевых условиях; 
 частота вращения НВ постоянна. 
Задача решается в одномерной постановке, т.е. исследуется движение вертолёта 

вдоль неподвижной связанной с землёй вертикальной оси y (начало координат распола-
гается в точке, соответствующей нулевой барометрической высоте). 

Дифференциальное уравнение движения вертолёта имеет вид 
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где T  – сила тяги НВ; ( )Q Q y   – сила лобового сопротивления планера; m  – масса 
вертолёта; g  – ускорение свободного падения;   – время отрыва вертолёта от площад-
ки, характеризуемое равенством .T mg  

Для определения значения силы тяги НВ использовалась известная квазистацио-
нарная постановка, при которой 
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Здесь F  – ометаемая площадь НВ; ( )y   – плотность воздуха;   – угловая 

скорость НВ; R  – радиус НВ. Коэффициент тяги НВ tC  в формуле (2) является функ-

цией ОШ НВ. Зависимость ( )tC   близка к линейной (рис. 1) и обычно находится из 

натурного эксперимента. 
Коэффициент K , входящий в (2), учитывает влияние «воздушной подушки», да-

ющей дополнительный прирост тяги в непосредственной близости от поверхности зем-
ли. Значение коэффициента K  зависит от расстояния от земли до колёс и диаметра НВ 
вертолёта [9–11] (рис. 2). 
 

 
 

Рис. 1. Эмпирическая зависимость  
между коэффициентом тяги  
и ОШ НВ вертолёта Ми-8МТ 

 
 

Рис. 2. К определению  
эмпирического коэффициента влияния  

«воздушной подушки»  
для различных типов вертолётов 

 
Сила тяги НВ зависит не только от координаты, но и от вертикальной скорости 

вертолёта, что объясняется аэродинамическим демпфированием, обусловленным изме-
нением условий обтекания элементов лопастей. Это изменение можно количественно 
охарактеризовать приращением ОШ НВ (положительным при посадке и отрицатель-
ным при взлёте): 
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где 0,7r  – радиус характерного сечения лопасти. 
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Учитывая указанные зависимости, а также тот факт, что ОШ НВ является некото-
рой функцией времени, характеризующей управление, получаем окончательное выра-
жение для силы тяги НВ: 
 

            2
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Очевидно, существует и предельное значение силы тяги, которое может быть реа-

лизовано на конкретном вертолёте в заданных эксплуатационных условиях. Опреде-
лить это значение с учётом этих условий, а также связанных с износом лопаток турбо-
компрессора индивидуальных возможностей вертолёта позволяет метод энергий [12], 
из которого можно найти максимально возможную нормальную скоростную пере-
грузку  

 max = , ,  yn f t m y
, 

 

где t   – температура наружного воздуха. 
Далее легко найти искомое предельное значение тяги НВ согласно определению 

перегрузки: 

max max ,yT n mg  

 
после чего можно определить взлётное значение ОШ НВ max  из (2) с учётом известной 

зависимости ( ).tC   

 
Верификация математической модели 

Верификация математической модели проводилась посредством сравнения ре-
зультатов расчётов с результатами лётного эксперимента, проведённого на аэродроме 
«Троекуровка» (Сызранский район Самарской области). В ходе лётного эксперимента 
на вертолёте Ми-8МТ был выполнен вертикальный взлёт на высоту 50 м от поверхно-
сти земли (барометрическая высота площадки 150 м) с последующим висением. Масса 
вертолёта составляла 11 100 кг (с относительной погрешностью ±2%), температура воз-
духа за бортом 23,4±0,1°С. Полётная информация получена с бортового устройства ре-
гистрации (БУР). Согласно тактико-техническим данным БУР барометрическая высота 
измерялась с погрешностью ±4%, ОШ НВ – с погрешностью ±5%. Снятые с БУР значе-
ния ОШ были обработаны медианным фильтром и переданы в описанную выше мате-
матическую модель. Сопоставление результатов лётного эксперимента и расчёта при-
ведено на рис. 3. 

Как видно из рисунка, предлагаемая математическая модель позволяет получить 
характер изменения барометрической высоты, близкий к реальному. Также практиче-
ски совпадают расчётное и экспериментальное время отрыва вертолёта от поверхности 
земли. При одном и том же законе изменения ОШ НВ расчётная барометрическая вы-
сота несколько превышает полученную в лётном эксперименте (в конечной точке раз-
ность составляет 7 м), что, однако, приемлемо с учётом заявленной погрешности её из-
мерения.  
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Рис. 3. Экспериментальные и расчётные зависимости ОШ НВ 
и барометрической высоты вертолёта от времени 

 
Таким образом, предлагаемая математическая модель является адекватной и мо-

жет быть использована для получения новых результатов, в том числе для оптимизации 
вертикального взлёта. 

 
Методика оптимизации вертикального взлёта 

Очевидно, существует бесконечное множество законов управления ( ),t  позво-
ляющих реализовать вертикальный взлёт. В настоящей работе исследуется закон, кото-
рый может быть задан следующей зависимостью темпа изменения ОШ от времени:  

 

1

1 2

2 3

3 4

4

, [0, ),

0, [ , ),

, [ , ),( )

, [ , ),

0, ,

k t t

t t t

k t t tt

k t t t

t t


   
 



  

 
где t – время, с; it  – некоторые значения времени, 1 10, i it t t  ; k – максимальный темп 

изменения ОШ, град/с. Для вертолёта Ми-8МТ параметр k может быть принят рав-
ным 5 град/с. 

Используются также следующие граничные условия: 
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где 0  – заданное начальное значение ОШ; max  – максимально возможное при данных 

эксплуатационных условиях значение ОШ НВ, которое можно найти из метода энер-
гий, как было показано выше; hover  – значение ОШ НВ, обеспечивающее висение вне 

зоны влияния «воздушной подушки» ( 1K  ), которое можно определить из формулы 
(2) с учётом зависимости ( ),tC   подставив вместо силы тяги НВ вес вертолёта. 

Введём новые параметры 12 2 1t t t    и 23 3 2 ,t t t    обозначающие соответ-

ственно время удержания постоянного значения ОШ НВ и время, в течение которого 
производится его уменьшение c целью гашения вертикальной скорости. 

Поскольку параметры k, 0 , max  и hover  известны, нетрудно выразить значения 

1t  и 4 :t  
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Таким образом, при использовании предлагаемого закона для вертикального взлё-

та в описании управления присутствуют два неизвестных параметра: 12t  и 23.t  

Поскольку дифференциальное уравнение движения вертолёта (1) может быть ре-
шено только численно, для оптимизации необходим численный метод, позволяющий 
получить приближённое решение задачи в виде набора параметров 12t  и 23,t  соот-

ветствующих вертикальному взлёту, наиболее близкому к оптимальному. 
В данной работе используется генетический алгоритм [6], с помощью которого 

выполняется случайное генерирование, комбинирование (crossover) и мутация исход-
ных параметров для заданного числа поколений. Комбинирование и мутация исходных 
параметров с учётом наложенных ограничений производится с помощью метода, пред-
ложенного Дебом [13]. В каждом поколении отбираются наилучшие решения, характе-
ризуемые минимальными значениями целевой функции, которая имеет вид 

 

     1 4 2 4 3 4 4 4 ,F A t A y t A y t A Y y t       

 
где Y  – требуемое значение барометрической высоты; iA  – постоянные коэффициенты, 

подбираемые опытным путём. Все последующие расчёты были выполнены с использо-
ванием значений 1 2,A   2 4 4,A A   3 6,A   которые позволили минимизировать вре-

мя выполнения вертикального взлёта, обеспечив при этом значительно меньшие по 
сравнению с погрешностями измерений отклонения ускорения, скорости и координаты 
от требуемых значений. 
 
 
 
 



Вестник Самарского университета. Аэрокосмическая техника, технологии и машиностроение      Т. 16, № 3, 2017 г. 

100 

Результаты 

С использованием представленных выше математической модели и методики оп-
тимизации были проведены исследования влияния эксплуатационных условий (массы 
вертолёта, высоты площадки, температуры наружного воздуха) на параметры, характе-
ризующие оптимальный закон управления вертикальным взлётом вертолёта Ми-8МТ. 
Если не указано иное, в описанных ниже численных экспериментах масса вертолёта 
составляла 11 100 кг, барометрическая высота 0, заданное изменение высоты 50 м, тем-
пература наружного воздуха 15°C, начальное значение ОШ НВ 3°. Взлётное значение 
ОШ НВ соответствовало частоте вращения НВ, равной 95% от максимального значе-
ния. 

Влияние массы. Была произведена оптимизация вертикального взлёта вертолёта 
для трёх значений массы: 10 000, 11 100 и 12 000 кг (рис. 4, а). 

Видно, что время удержания постоянного значения ОШ (следовательно, и время 
выполнения вертикального взлёта) ожидаемо растёт с увеличением массы вертолёта. 
Кроме того, для массы 12 000 кг особенно хорошо заметно влияние «воздушной по-
душки», дающей значительный прирост вертикальной скорости на начальном этапе. 

Влияние высоты площадки. Высота площадки, с которой производится взлёт, 
влияет на плотность воздуха, на максимально возможное значение ОШ НВ и, в конеч-
ном итоге, на параметры оптимального вертикального взлёта (рис. 4, б). Были проведе-
ны два численных эксперимента для барометрических высот 0 и 500 м. 

Можно заметить, что при увеличении барометрической высоты площадки с 0 до 
500 м время выполнения оптимального взлёта возрастает на 50%. 

 

 
а           б            в 

 
Рис. 4. Зависимости оптимального ОШ НВ, скорости и координаты вертолёта 

от времени при варьировании некоторых исходных параметров: 
а – массы вертолёта; б – барометрической высоты площадки; в – температуры наружного воздуха 
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Влияние температуры наружного воздуха. Температура наружного воздуха в 
значительной степени влияет на возможности силовой установки, а следовательно и на 
максимально возможное значение ОШ НВ. В численных экспериментах, результаты 
которых показаны на рис. 4, в, масса вертолёта составляла 10 000 кг, а температура 
наружного воздуха 15 и 30°С. 

Видно, что повышение температуры до 30°С существенно увеличивает время вы-
полнения оптимального вертикального взлёта. 

 

Заключение 

В работе выполнен анализ и оптимизация начальных этапов взлёта, а именно от-
рыва, вертикального набора высоты и зависания. Результаты исследования могут быть 
использованы для создания программы автоматического управления как пилотируемо-
го вертолёта, так и беспилотного. Дальнейшие исследования предполагается проводить 
в области оптимизации остальных этапов взлёта, а также разработки оптимизационного 
алгоритма выполнения посадочного манёвра и посадки. 
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