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Рассмотрен численный метод определения параметров модели ползучести в пределах первых 
двух стадий. В основе численного метода лежит переход от модели ползучести, нелинейной по 
своим параметрам, к линейно-параметрической дискретной модели, в форме разностных 
уравнений описывающей последовательность экспериментальных значений ползучести. 
Получены формулы, описывающие связь между параметрами исходной модели и 
коэффициентами линейно-параметрической дискретной модели. Для оценивания 
коэффициентов линейно-параметрической дискретной модели предложена итерационная 
процедура среднеквадратичного оценивания, позволяющая практически устранить смещение в 
оценках и тем самым добиться высокой точности оценивания. Проведена апробация 
разработанного численного метода при обработке экспериментальных кривых ползучести 
сплава Д16АТ, подтверждающая справедливость полученных соотношений и эффективность 
метода. 
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Введение 

Характеристики ползучести и длительной прочности являются одними из наибо-
лее ответственных характеристик, влияющих на работоспособность элементов кон-
струкций, эксплуатируемых в условиях высоких температур и напряжений. Современ-
ные тенденции бережливого производства, экономии материальных ресурсов, наиболее 
полного использования механических свойств конструкционных материалов требуют 
постоянного развития и совершенствования методов расчёта напряжённо-
деформированного состояния элементов конструкций в условиях ползучести. Вместе с 
тем, нелинейность определяющих уравнений ползучести и длительной прочности су-
щественно ограничивает применение аналитических методов и повышает значимость 
численных методов решения. Существующие методы обладают рядом недостатков: ли-
бо являются чувствительными к монотонности входных данных, либо, что относится к 
итерационным численным методам, – медленной сходимостью итерационных процедур 
и неопределённостью выбора начального приближения [11]. В силу вышеизложенного 
возникает потребность в разработке новых численных методов, лишённых указанных 
недостатков. 

 
Определяющие уравнения 

Для описания кривых ползучести в пределах первых двух стадий [9;10] предлага-
ется закон вида 
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       1 2 2,p t f t f f t    ,
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где    1
1

1 k

s
t

k
k

f t c e 



  ,  2f   – зависимость деформации ползучести от напряжения  , 

например, по закону Нортона-Бейли.  
Таким образом, совокупность кривых ползучести в пределах стадий неустано-

вившейся и установившейся ползучести при различных значениях номинального 
напряжения   может быть описана в виде 

 

   0 0 0
1

, 1 k

s
t m m

j k j j
k

p t c e B t  



   , 1,j M ,    (2) 

 

где s  – количество экспоненциальных слагаемых; kc , k , B , m – параметры материа-

ла; 0 j – значения номинального напряжения; M – количество кривых ползучести в се-

рии экспериментов.  
Рассмотрим закон (2) в случае одного экспоненциального слагаемого ( 1s  ): 

 

   0 0 0, 1 t m m
j j jp t c e B t     , 1,j M ,   (3) 

 
который известен как закон Содерберга [6;7].  

В [6;7] для определения параметров в законе (3) предлагается модификация мето-
да Левенберга-Маркгвардта. В данной работе определение параметров в (3) основыва-
ется на ином подходе, предложенном и описанном в [1 – 5].  

В соответствии с данным подходом осуществляется переход от математической 
модели, нелинейной по параметрам, к линейно-параметрической дискретной модели, 
описывающей последовательные значения нелинейной математической зависимости. 
При этом получают соотношения, описывающие связь между параметрами исходной 
нелинейной модели и коэффициентами линейно-параметрической дискретной модели. 
Оценивание коэффициентов линейно-параметрической дискретной модели происходит 
с помощью итерационной процедуры среднеквадратичного оценивания. При этом 
практически решается проблема выбора начального приближения с достаточно высо-
кой скоростью сходимости итерационной процедуры. Рассмотрим применение данного 
подхода в задаче оценивания параметров в законе (3). 

 
Формирование разностных уравнений 

С учётом гипотезы подобия кривых ползучести с разделением переменных [9;10] 
деформация ползучести может быть описана следующим образом: 

   1 2p f t f  . 

С её учётом закон (3) примет вид: 
 

   0 0, 1 , 1, .t m
j jp t c e Bt j M      

            (4) 
 
При равномерной дискретизации по времени с периодом   получаем дискретный ана-
лог (4): 

0,k j k
m

jp p  , 1,j M , 0, 1k N  ,     (5) 
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где  

 1 k
kp c e B k    , 0, 1k N  ,     (6) 

 
N – объём выборки результатов наблюдений.  

Подставляя в выражение (6) вместо k  значение 1k  , получим 

   1 1 1k
kp c e e B k  
      или  1 1k

kp c ce e B k  
     . 

Выражая функцию   1 1k
kce p c B k e  
      и подставляя полученное со-

отношение в (6), получим:   1 1k kp c p c B k e B k 
       .  

Далее, раскрывая скобки и приводя подобные слагаемые, получим 

 1k kp p e B B e k c ce B e        
        или 

 

1 1 2 3, 1, 1k kp p k k N        ,      (7) 

где  

1 e   ,  2 1B e     ,  3 1c e B e      .   (8) 

С учётом (5) имеем выражение ,

0

k j
k m

j

p
p





 , 1,j M , 0, 1k N  , подставляя которое в (7), 

получим , 1,
1 2 3

0 0

, 1, 1, 1,k j k j

m m
j j

p p
k k N j M  

 
     

 
.  

Таким образом, получаем разностное уравнение, описывающее последователь-
ность дискретных значений деформации ползучести, описываемых законом  (4): 

0,

, 1,
1 2 3

0 0

0,

, 1, 1, 1, .

j

k j k j

m m
j j

p

p p
k k N j M  

 




      



 

   

(9) 

Учитывая естественный разброс в экспериментальных данных ,k j , значения де-

формации ползучести ,k jp  можно представить в виде 

 

, , ,k j k j k jp p   , 0, 1, 1,k N j M   .   (10) 

 
Подставляя выражение (10) в разностное уравнение (9), получаем математиче-

скую модель в форме разностных уравнений, описывающую последовательность экс-
периментальных значений деформации в серии кривых ползучести в пределах первых 
двух стадий: 

 

, 1,
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m m
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(11) 
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Так как разностные уравнения зависят от параметра m , то на первом этапе чис-
ленного метода необходимо вычислить оценку m̂ . Оценивание происходит на основе 
логарифмирования (5).  С учётом естественного разброса данных имеем 

 

, ,0k j k k
m

j jp p    , 1,j M , 0, 1k N  .    (12) 
 

Из выражения (12) после логарифмирования имеем  
 

 

     , , 0ln ln lnk j k j k jp p m    , 1j  , 1, 1k N  , 

, ,

, 1 , 1 1

ln lnk j k j j

k j k j j

p
m

p

 
   

   
      

   




, 2,j M , 1, 1k N  . 

(13)

 

После линеаризации по переменным ,k j , , 1k j   в первом приближении получаем 

выражения: 

    ,
, , ,

,

ln ln k j
k j k j k j

k j

p p
p


   , 1j  , 1, 1k N  , 

, , ,
, , 1

, 1 , 1 , 1 , , 1

1 1
ln lnk j k j k j

k j k j
k j k j k j k j k j

p p

p p p p


 

 
   

   
         



  
, 2,j M , 1, 1k N  . 

 

Подставив их в (13), получаем: 
 

 

     , 0 ,
,

1
ln ln ln jk j k k j

k j

p p m
p

    , 1j  , 1, 1k N  , 

,
, , 1

, 1 1 , , 1

1 1
ln lnk j j

k j k j
k j j k j k j

p
m

p p p


 

 
  

   
        

   
, 2,j M , 1, 1k N  . 

(14)

 
Соотношения (14) лежат в основе формирования регрессионной модели.  

Введём следующие вектора и матрицы:  1,...,
T

N   – N -мерный вектор коэф-

фициентов регрессионной модели;  

1

2

M

b

b
b

b

 
 
   
 
  

  – блочный вектор правой части размера  1N M  , состоящий из M  векто-

ров jb : 

 
 

 

1,0

1
2,0

1,0

ln

ln

ln N

p

p
b

p 

 
 
 

  
 
 
 


, 

1,

1, 1

2,

2, 1

1,

1, 1

ln

ln

ln

j

j

j

j

N j

N j

j

p

p

p

b p

p

p







 

  
     
 

  
      

 
 

  
      



, 2,...j M ;  
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1

2

M

F

F
F

F

 
 
   
 
  

  – блочная матрица размера  1N M N    , состоящая из M  матриц jF  

размера  1N N     вида  

 
 
 

 

0

0

1 0

0

1 0 0 0 ln

0 1 0 0 ln

0 0 1 0 ln

0 0 0 1 ln

F







 
 
 
 
 
 
  





     


,  

1

1

1

1

0 0 0 0 ln

0 0 0 0 ln

0 0 0 0 ln

0 0 0 0 ln

j

j

j

j

j

j

j

j

jF





















  
     
 

  
   
  

   
      
 
        







     



, 2,...j M ;  

1 2

TT T T
M       – блочный вектор естественного разброса данных эксперимента 

размера  1 1N M     , состоящий из M  векторов j  размера  1 1N     : 

1, 1, 2, 1,, , ,...,
T

j j j j N j         , 1,2,...,j M ; 

1 2

TT T T
M       – блочный вектор «невязки» обобщенной регрессионной моде-

ли размера  1 1N M    , состоящий из M  векторов j  размера  1 1N     : 

1, 2, 3, 1,, , ,...,
T

j j j j N j         , где 
,

, ,

1
, 1, 1, 1i j i j

i j

j k N
p

     , 

 
, , 1

, , , 1

1 1
, 2, , 1, 1i j i j i j

i j i j

j M k N
p p

  


     ; 

P – квадратная матрица линейного преобразования вектора остатков размера 

   1 1N M N M     , где по главной диагонали расположены элементы: 

,

1
ii

i j

P
p

 , 1, , 1, 1j M i N   ; 

по побочной диагонали расположены элементы: 

, 1
, 1

1
i j

i j

P
p



  , 2, , 1, 1j M i N   . 
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С учётом введённых векторов и матриц получаем регрессионную модель вида 

 
,

.

b F

P

 
 
 

 
 (15)

 

Оценивание коэффициентов находится как 

 
11 1 1 1ˆ ( ) ( )T T T TF P P F F P P b
       ; (16)

 

оценка параметра m : 

 1
ˆˆ Nm   . (17)

 

Далее формируется обобщённая регрессионная модель, в основе которой лежат 
уравнения (11).  

Введём следующие вектора и матрицы: 

 1 2 3, ,
T    – трёхмерный вектор коэффициентов обобщённой регрессионной 

модели;  

1

2

M

b

b
b

b

 
 
   
 
  

  – блочный вектор правой части размера M N , состоящий из M  векторов jb  

вида 

1

1

0

,

,

0

0

m
j

m
j

j

j

N j

p

b

p






 
 
 
 
 
 
 
 
  


, 1, 2,...j M ;  

1

2

M

F

F
F

F

 
 
   
 
  

 – блочная матрица размера  3NM  , состоящая из M  матриц jF  размера 

 3N    вида 

0

0

2

0

0

1

0 0 0

1 1

2 1

2 1

m
j

m
j

N
m

j

j

p

p
F

p
N








 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
  

  

;  
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1 2

TT T T
M       – блочный вектор естественного разброса данных эксперимента 

размера  1N M  , состоящий из M  векторов j  размера  1N  :  

0, 1, 2, 1,, , ,...,
T

j j j j N j         , 1,2,...,j M ;  

1 2

TT T T
M       – блочный вектор «невязки» обобщенной регрессионной моде-

ли размера  1NM , состоящий из M  векторов j  размера  1N  : 

0, 2, 3, 1,, , ,...,
T

j j j j N j         , где 1, ,
,

0 0
1

i j i j
i j m m

j j

 
 

 
   , 1, 2,...,i N , 0, 0,j j  , 

1,2,...,j M ; 

1

2

3

M

P

P

P P

P



   
    
    
 
 
    





    


 – блочно-диагональная квадратная матрица линейного пре-

образования вектора остатков размера  NM NM , состоящая из M  матриц jP  разме-

ра  N N , 1, 2,...,j M  и нулевых матриц  , где  

0

1

0 0

1

0 0

1

0

1

0 0

1
0 0 0 0 0

1
0 0 0 0

1
0 0 0 0

1
0 0 0 0

m
j

m m
j j

m mj
j j

m
j

m m
j j

P




 


 





 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
   







     



. 

С учётом введённых векторов и матриц обобщённая регрессионная модель может 
быть представлена в виде 

;

.

b F

P

 
 
 

 
      (18) 

 
Итерационная процедура среднеквадратичного оценивания 

В основе оценивания параметров модели (4) лежит минимизация остаточной сум-

мы квадратов 
2 2

minQ p p    , которую с учётом системы (18) при невырож-

денной матрице P  можно представить в виде 
22 1 1Q P b P F       .  Дифферен-

цируя остаточную сумму квадратов  по переменным i , приравнивая нулю результаты 
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дифференцирования, получаем систему нормальных уравнений, которая в векторной 
форме имеет вид 

   1 1T T T T T
p pF B D F F B D b         .        (19) 

 
Здесь B   – блочная диагональная матрица размера  3 3N   с матрицами-столбцами 

 1P b F    по диагонали: 

 
 

 

1

1

1

0 0

0 0

0 0

P b F

B P b F

P b F



 















 
 

  
   

, 

1 2 3
p

dP dP dP
D

d d d
  

  
 

  
 

   – блочная матрица-строка размера  3N N . 

Решение системы (19) имеет вид 
 

   1
1 1T T T T T

p pF B D F F B D b   


         .   (20) 
 

Формула (20) лежит в основе итерационной процедуры среднеквадратичного оце-
нивания элементов вектора  . Рекуррентное соотношение, описывающее итерацион-
ный процесс уточнения коэффициентов на основе (20), имеет вид 

 

   1
( 1) 1 1ˆ

i i i i

i T T T T T
p pF B D F F B D b   


         , 0,1,2,3,...i  .  (21) 

Начальное приближение (0)̂  находится из минимизации функционала 
22 ˆ minb F    , откуда 

  1(0)ˆ T TF F F b


 .     (22) 

Таким образом, алгоритм итерационной процедуры среднеквадратичного оцени-
вания может быть описан следующим образом. 

1. По представленным формулам строится регрессионная модель (15) и по фор-
мулам (16)-(17) находится оценка параметра m . 

2. Строятся вектора и матрицы, входящие в обобщённую регрессионную модель 
(18). 

3. По формуле (22) находится начальное приближение ( )ˆ , 0i i  . 

4. По формуле (21) находится приближение  1ˆ i  вектора коэффициентов обоб-
щённой регрессионной модели (18). 

5. Сравниваются по модулю величины  1ˆ i   и 
 ˆ i . Если    1ˆ ˆmax i i

j j     , 

1,3j  ,  где 0  – заданное значение предельной абсолютной погрешности, то про-
цесс вычислений заканчивается и за вектор оценок коэффициентов обобщённой регрес-

сионной модели принимается вектор  1ˆ i  . Если    1ˆ ˆmax i i
j j     , то, увеличив i  на 

единицу, следует вернуться к шагу 4 алгоритма. 
По найденным оценкам коэффициентов обобщённой регрессионной модели (18) 

находятся оценки параметров модели ползучести (3). На основе (8) получаем: 

1

1 ˆˆ ln( ) 


  , 2

1

ˆ
ˆ

ˆ(1 )
B


 




, 3 1 2
2

1 1

ˆ ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ1 (1 )
c

  
 

 
 

.   (23) 
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Апробация разработанного метода 

Для апробации разработанного метода обработаны три экспериментальных кри-
вых ползучести для алюминиевого сплава Д16АТ при температуре 150оС по данным 

работы [8] при постоянных номинальных напряжениях 0 2
25; 29; 31

кг

мм
  . Кривые 

ползучести представлены на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. Кривые ползучести сплава Д16АТ 

 
На этапе предварительной обработки были сформированы равномерные по коор-

динате t  выборки с периодом равномерной дискретизации 0.5   и объёмом 80N  .  
Установлено, что предварительная обработка результатов эксперимента на основе 

сглаживания с помощью скользящего среднего практически не меняет исходные экспе-
риментальные данные ползучести [5].  

В процессе реализации описанного алгоритма были получены следующие резуль-
таты. На первом этапе численного метода получена оценка параметра ˆ 6.256m  . В ре-
зультате выполнения итерационной процедуры среднеквадратичного оценивания после 

семи итераций были получены оценки коэффициентов ̂ : 1̂ 0.853  , 13
2̂ 2.348 10   , 

13
3̂ 1.837 10   . Используя соотношения (23), были получены оценки ˆ 0.317  , 

10ˆ 1.159 10ñ   , 12ˆ 3.201 10B   .  
Таким образом, для описания зависимости ползучести от времени и напряжения 

может быть использована функция  
 

   0.3171 10 2 6.256
0 0, 1.159 10 1 3.201 10tp t e t         .   (24) 

 

На рис. 2 изображена зависимость (24), построенная при различных значениях 
номинального напряжения 0 . 
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Рис.2. Экспериментальные кривые ползучести  сплава Д16АТ 
(точки) и кривые, построенные на основе метода, 

при различных значениях номинального напряжение 0  
 
Остаточные суммы квадратов для каждой j -й диаграммы ползучести в относи-

тельных единицах составили: 11.098%, 11.117%, 4.766% соответственно. По совокуп-
ности всех кривых остаточная сумма квадратов в относительных единицах равна 
7.209%. Коэффициент детерминации 2R , который косвенно может служить оценкой 
адекватности построенной модели экспериментальным данным по совокупности всех 
диаграмм ползучести, равен 0.981, что свидетельствует о высокой степени адекватно-
сти построенной модели (24) данным эксперимента. 

 
Заключение 

Разработан численный метод оценивания параметров деформации в пределах 
первых двух стадий ползучести по совокупности кривых ползучести, построенных при 
обработке результатов эксперимента для различных значений номинального напряже-
ния. Результаты апробации метода при обработке результатов эксперимента в форме 
кривых ползучести алюминиевого сплава Д16АТ при температуре 150С подтвердили 
достоверность полученных соотношений и выводов и его эффективность при оценива-
нии параметров третьей стадии деформации ползучести. 
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The article describes a new numerical method for determining the parameters of a creep model within 
the first two stages of creep. The numerical method is based on the transition from a nonlinear model 
of creep to a linear-parametric discrete model. The linear-parametric discrete model describes the 
sequence of experimental values of creep deformation. The formulas describing the relationship 
between the coefficients of the linear parametric discrete model and the parameters of the reference 
creep model are presented. We propose an iterative procedure of RMS estimation of the coefficients of 
the linear parametric discrete model. The developed numerical method was tested in the estimation of 
parameters of a creep model, and the validity of the relationships obtained was confirmed. 
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