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Представлены решения задач о собственных колебаниях жидкости  в цилиндрических, 
конических и сферических ёмкостях с граничными условиями на свободной поверхности и 
поверхности с сопротивлением – поверхности слива. Особое внимание уделено нахождению 
собственных значений и частот уравнений колебаний возмущённого движения жидкости с 
наличием  диссипации на граничных поверхностях. Показано, что малые скорости опускания 
свободной поверхности и условия сопротивления на поверхности слива могут влиять как на 
колебательную, так и на апериодическую часть решения задачи о колебаниях жидкости. 
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Введение 

Исследованию задачи о колебаниях жидкости в баках ракет-носителей посвящено 
много работ, например [1-4]. В работах авторов [5;6] приведена постановка модельной 
задачи о малых движениях несжимаемой жидкости, вытекающей из топливного бака с 
заборными устройствами (ЗУ). Исследование рассматриваемой задачи показало, что 
спектр нормальных движений несжимаемой жидкости (движений, подчиняющихся за-
кону е-λt), заполняющей частично полость произвольной формы, обладает двумя ветвя-
ми собственных значений: дискретным множеством вещественных чисел, расположен-
ных на положительной части вещественной оси, и дискретным множеством комплекс-
но сопряжённых чисел, расположенных вблизи мнимой оси. 

Приведены примеры задач о движении несжимаемой жидкости, наиболее распро-
странённых на практике топливных баков в форме цилиндра, конуса и сферы. 

 
Постановка задачи 

Пусть несжимаемая жидкость, частично заполняющая неподвижный бак произ-
вольной формы, вытекает через ЗУ и может совершать малые движения. Рассматривае-
мая проблема малых движений жидкости может быть описана уравнениями гидроди-
намики, линеаризованными вблизи невозмущённого состояния. Подробная постановка 
задачи приведена в работах [5-7]. 
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Предполагая возмущённое движение жидкости потенциальным, сформулируем 
краевую задачу: 

0   в области Q , заполненной жидкостью; 
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  – малые смещения и скорость частиц жидкости на поверхностях 

Г0  и   соответственно; 0 (0)V V     – обобщённый коэффициент сопротивления 

поверхности слива;   – коэффициент гидравлического сопротивления поверхности 

слива; g  – величина интенсивности внешнего однородного поля массовых сил; 1,f 2f  – 

заданные поля внешних воздействий соответственно на поверхностях Г0 и  . 
Проинтегрировав уравнение неразрывности по объёму, занимаемому жидкостью, 

для любого момента времени t, получим дополнительное интегральное условие 
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, которому должны подчиняться поле скоростей и поле смещений в 

рассматриваемой задаче. 
Впервые исследование колебаний жидкости с учётом вытекания было предложе-

но Кирилловым В.В. в работе [8] и продолжено в работах [3; 4; 9]. В упомянутых рабо-
тах рассматривались задачи для жидкости, занимающей часть цилиндрического бака, 
на дне которого ставилось кинематическое условие вытекания. 

 
Колебания жидкости в цилиндрической ёмкости 

Рассмотрим задачу о собственных движениях жидкости, вытекающей через за-
борное устройство из цилиндрической ёмкости при наличии свободной поверхности. 
Используя цилиндрические координаты r,  , x  с началом на поверхности слива, полу-

чим задачу для определения потенциала смещений  , , ,Ф x r t  
2 2 2

2 2 2

1
0   в 

Ф Ф m Ф
Ф Q

r r r r x

  
   

  
, 0, 1, 2,...m    , 

0 0( ) 0  на Г
Ф Ф

V H g dt
t x x

  
  

   , 

0 (0) 0  на 
Ф Ф

V
t x x

  
   

  
, 

0  на S
Ф

r





, 

( , , , )Ф x r t = (0)  при 0t  . 
 



                    Авиационная и ракетно-космическая техника 

25 

Функцию  , , ,Ф x r t  представим в виде суммы двух функций: 

 
     1 2, , , , , , , , ,Ф x r t Ф x r t Ф x r t     

 
и будем искать каждый потенциал  1 , , ,Ф x r t  и  2 , , ,Ф x r t  в виде произведения че-

тырёх функций: 
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Используя метод разделения переменных, находим выражения для потенциалов  
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Здесь  m mnJ k r  – функция Бесселя первого рода m-го порядка; 0mn mnk r   – корни урав-
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Для определения собственных частот рассматриваемой механической системы 
положим 1 2,t t

mn mn mn mnS A e p A e   .  Из уравнений (1) получаем характеристическое 

уравнение 
 

       3 2
0 0 0 0mn mn mn mn mn mn mnth k H k V k V g gk V            ,         (2) 

 
где   – комплексный коэффициент затухания волновых движений жидкости,  

0,1, 2..., 1, 2,3...m n  . 
Уравнение (2) имеет две ветви решений: действительные корни и ветвь комплекс-

но-сопряжённых корней.   
Для исследования уравнения введём безразмерные параметры 
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Результаты вычислений корней кубического уравнения (3) приведены в табл. 1. 
 

Таблица 1. Собственные частоты колебаний жидкости в цилиндрической ёмкости  
при перераспределении жидкости из бака 

*
0V  1    1  2,3  (1)  (2,3)

1


 

00 0,05 -12,348 -0,00742±1,324i -0,306 -0,00408±0,036i 
00 0,15 -4,080 -0,021±1,330i -0,280 -0,0338±0,0990i 

0,04 0,01 -61,834 -0,00268±1,32318i -0,309 -0,0003±0,0073i 
0,04 0,05 -12,37 -0,00857±1,32413i -0,305 -0,0047±0,0360i 
0,04 0,1 -6,175 -0,01544±1,3266i -0,295 -0,0170±0,0690i 
0,04 0,15 -4,103 -0,02143±1,330i -0,279 -0,0340±0,0980i 

0,07 0,01 -61,85 -0,00357±1,32322i -0,309 -0,0004±0,0073i 
0,07 0,05 -12,387 -0,00942±1,32432i -0,305 -0,0052±0,0360i 
0,07 0,1 -6,192 -0,0162±1,326946i -0,294 -0,0178±0,0690i 
0,07 0,15 -4,12 -0,022±1,3307167i -0,278 -0,036±0,097i 
0,1 0 -6,181e-9 -0,003±1,323i -0,309 -3,26e(-12) ±7,33e(-11)i 
0,1 0,01 -61,867 -0,00445±1,3232i -0,309 -0,0005±0,0073i 
0,1 0,05 -12,404 -0,0103±1,3245i -0,305 -0,0056±0,036i 
0,1 0,1 -6,209 -0,0169±1,3272i -0,293 -0,019±0,069i 
0,1 0,15 -4,137 -0,0227±1,3311i -0,276 -0,037±0,096i 

 

В случае глубокой жидкости     1, 1, 2mn mnH th H sh H     уравнение (3) 

принимает вид 

   3 2 2
0 0 0mn mn mnV V             

и имеет корни 

 (1,2) (3)
0 0 0, .mn mni V          
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В табл. 1 представлены результаты вычислений безразмерных собственных частот 
и коэффициентов распределения ( )

1 2/k A A   при 1H  , m 1 , n 1 , 11 1,323   для 

различных значений *
0V , 1   , а на рис. 1 показаны формы колебаний. 

 

                   
а                                                                                             б 

Рис. 1. Формы колебаний жидкости в цилиндрическом сосуде:  

Н=1; Ω*=-0.0027+1.32i, m=1, n=1, 11 =1.841, А2/А1=0.007 (а)  

и Ω*=-122.45, m=1, n=1, 11 =1.841, А1/А2=-0.043 (б) 

 
Колебания жидкости в конической ёмкости 

Рассмотрим круговой конус, частично заполненный жидкостью. Введём сфериче-
скую систему координат , ,R    с центром в вершине конуса (рис. 2). Угол   отсчиты-
вается от положительного направления оси OZ, угол   измеряется в плоскости OXY от 
оси OX, в сторону оси OY. Из рис. 2 следует, что cosZ R  , sin siny R   , 

sin cosx R    . Если ограничиться малым углом конусности, то оказывается право-
мерным граничное условие для плоской невозмущённой свободной поверхности рас-
сматривать на части сферической поверхности 1R R . Очевидно, что уравнение для 

конической полости 2R R , для боковой поверхности – 0  . Условием применимо-

сти полученных формул для плоской свободной поверхности является ограничение, 
накладываемое на угол конусности: 0 0sin 1 cos   . 

 

 
Рис. 2. Геометрические характеристики обратного и прямого конусов 

 

а б 
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Примем за характерный размер радиус дна конической полости 2R R  и введём 

безразмерный радиус 2r R / R . Обозначим 1 2q R / R . Допустим далее, что жидкость 

либо достигает вершины конуса, либо конус усечённый и имеет дно 2R R  (рис. 2). 

Для сокращения будем называть полость на рис. 2, а – обратным усечённым (неусечён-
ным) конусом  q 1 .   

Краевая задача о свободных колебаниях жидкости в конической полости имеет 
вид 
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где   – лапласиан, записываемый в сферических координатах. 

Потенциал скоростей  , , ,Ф r t   для конической полости представим в виде 

суммы потенциалов: 
 

     1 2, , , , , , , , ,Ф r t Ф r t Ф r t       . 

 
Используя метод разделения переменных, находим 
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Подставив полученные решения (5) в граничные условия задачи (4) и предпола-

гая, что 0 0,t t
mn mnS S e p p e   , получим уравнение для определения собственных ча-

стот в безразмерном виде: 
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В табл. 2 представлены результаты расчётов собственных чисел в зависимости от 

скорости 0V  и параметра  . 
 
Таблица 2. Собственные частоты колебаний жидкости в конической ёмкости  

при 45o
o  , 2, 2 2q     , m = 1, n = 1 

0V    1  2,3  

0 0 0 0,00 ± 0,76386i 

0 0,2 -15,0536 -0,000174 ± 0,76386i 

0,05 0,2 -16,75109 -0,0473 ± 0,76505i 

0,1 0,2 -18,44841 -0,0294 ± 0,76572i 

0 0,5 -6,0207 -0,000429 ± 0,76391i 

0,05 0,5 -7,71871 -0,01474 ± 0,76662i 

0,1 0,5 -9,41601 -0,02943 ± 0,76805i 

0 1 -3,00914 -0,00082 ± 0,76406i 

0,05 1 -4,7083 -0,01455 ± 0,76845i 

0,1 1 -6,4055 -0,02928 ± 0,77027i 

 
Колебания жидкости в сферической ёмкости 

Рассмотрим задачу о собственных движениях 
жидкости, вытекающей через заборные устройства из 
сферической ёмкости с радиусом 0R  при наличии 

свободной поверхности (рис. 3). 
Введём обозначения: h  – расстояние от центра 

бака до свободной поверхности, 2 2
0 0r R h   – ради-

ус свободной поверхности, h  – расстояние от центра 

бака до поверхности слива, 2 2
0r R h    – радиус 

поверхности слива. Используя цилиндрические коор-
динаты x , r,   с началом в центре сферы, получим 
задачу для определения потенциала скоростей 
 , , ,Ф x r t : 

Рис. 3. Основные обозначения  
и системы координаты 
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Будем искать функцию  , , ,Ф x r t  в виде      1 2, , , , , , , , ,Ф x r t Ф x r t Ф x r t    .  

Функции    1 2, , , , , , ,Ф x r t Ф x r t   представим в видах 
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Здесь функция  1 , , ,mФ x r t  есть решение задачи 
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функция  2 , , ,mФ x r t  удовлетворяет системе уравнений: 
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Представим функции 1 ( , , , )mФ x r t , 2 ( , , , )mФ x r t  в виде 
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Здесь 

 
 
 

sin
,

cos
m

m
H

m






 


  

функции      *
1 1, , , ,m m mx r x r H         *

2 2, , ,m m mx r x r H     есть решения вари-

ационных задач: найти минимум функционалов [5] 
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Используя метод Ритца, находим решения вариационных задач (7): 
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где mnka , mnkb  – коэффициенты, полученные при решении вариационных задач (7);  

   (m), cosk
k kU x r R P   – координатные функции; 
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d
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d
  


  – присоединённые функции Лежандра степени m ;  
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   – полином Лежандра степени k ;  

N  – порядок приближения решений вариационных задач (7). 
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Поставив (8) во второе и третье уравнения задачи (6), получим 
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Умножив (9) на *

1mn mH , (10) – на *
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Для определения собственных частот рассматриваемой механической системы 

положим 1 2, .t t
mn mn mn mnS A e p A e    Из уравнений (11) получаем характеристическое 

уравнение 
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Результаты вычислений корней кубического уравнения (12) при 0 1мR  , 

0,1мr  , 1m  , 1n  , 8N   для различных значений 0, ,Гh V   приведены в табл. 3, а 

на рис. 3 показаны формы колебаний. 
 



                    Авиационная и ракетно-космическая техника 

33 

Таблица 3. Собственные частоты колебаний жидкости в сферической ёмкости  
при перераспределении жидкости из бака 

h , м 0ГV ,м/с  ,м/с 1
11,c  1

1,c 1
2,3 ,c

0.3 0 10 4.34952 -48.97461 -0.00009  4.34953i  
0.1 0 10 4.03415 -45.97863 -0.00003  4.03415i  
0.3 0.02 10 4.34952 -58.09474 -0.02556  4.34949i  
0.3 0.04 20 4.34952 -116.18973 -0.05101  4.34926i  
0.3 0.04 40 4.34952 -214.13938 -0.05099  4.34924i  
0.3 0.04 60 4.34952 -312.08901 -0.05099  4.34923i  
0.3 0.04 80 4.34952 -410.03864 -0.05099  4.34920i  
0.3 0.04 100 4.34952 -507.98827 -0.05098  4.34923i  
0.3 0.06 20 4.34952 -125.30984 -0.07649  4.34890i  
-0.3 0.04 20 3.60282 -97.64699 -0.07718  3.60185i  
-0.2 0.04 20 3.69414 -102.05484 -0.06553  3.69356i  
-0.1 0.04 20 3.79478 -104.25786 -0.06268  3.79427i  
0.1 0.04 20 4.03415 -110.27247 -0.06251  4.03365i  
0.2 0.04 20 4.17999 -112.15043 -0.06517  4.17950i  
0.4 0.04 20 4.55001 -118.82946 -0.02732  4.54984i  

 

                    
а                                                                                 б 

 
Рис. 3. Формы колебаний жидкости в сферическом сосуде: 

0, 2мh   1, 1, ( ) и 0.06517 + 4.17950 (112.15043 )m n а i б   
 

 
Заключение 

Спектр нормальных движений несжимаемой жидкости обладает двумя ветвями 
собственных значений: дискретного множества вещественных чисел и дискретного 
множества комплексно-сопряжённых чисел, расположенных вблизи мнимой оси. Слу-
чаю отрицательных вещественных корней отвечают апериодические движения жидко-
сти, а случаю отрицательных вещественных составляющих решений отвечают затуха-
ющие колебания. 
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