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Одной из целей расчета полей напря-
жений и деформаций и их изменения во вре-
мени в машиностроении является оценка
прочности конструкции в процессе эксплуа-
тации, т. е. определение того, насколько да-
леко находится от критического напряженно-
деформированное состояние конструкции в
данный момент времени или на момент от-
работки соответствующего ресурсного пока-
зателя.

Остановимся на проблеме расчетов в
механике, тесно связанной с вопросами оцен-
ки надежности конструкций в машиностро-
ении – проблеме расчетов полей деформаций
в элементах конструкций. Эта проблема свя-
зана с формулировкой условий разрушения
материала элементов конструкций, учитыва-
ющих историю эксплуатации. Основными
механическими полями, которые должны
входить в эти условия, являются поля напря-
жений, деформаций, скоростей деформаций
и удельной диссипации энергии. Расчет этих
полей составляет основную задачу расчета на
прочность.

Определение полей деформаций.
В механике сплошных сред поля деформаций
и скоростей деформаций связаны дифферен-
циальным соотношением

ijikjkjkik
ijij VEVE

dt
dE

Dt
DE

ε=++= ,, , (1)

где ( )0
,

0
,2

1
jkikijij xxE −= δ  – тензор конечных

деформаций Альманси; ( )ijjiij VV ,,2
1

+=ε  –

тензор скоростей деформаций; iV  – скорость

перемещений; 0
ix  – лагранжевы координаты.

Накопление деформаций полностью
определяется полем скоростей перемещений.
Одним из основных предметов исследований
в нелинейной механике является определе-
ние полей деформаций и связанных с ними
диссипативных процессов в окрестности уг-
ловых точек (в частности, вершины трещи-
ны). В связи с сингулярностью механических
полей в окрестности этих точек численное
определение их затруднено. Одной из моде-
лей механики деформируемого твердого тела,
позволяющей проводить аналитический ана-
лиз полей деформаций, является идеальное
жесткопластическое тело.

Основные соотношения теории иде-
ального жесткопластического тела. Эти со-
отношения включают:

– уравнения равновесия

0, =jijσ ;

– условие текучести;

( ) 0=ijf σ ;

– ассоциированный закон пластическо-
го течения
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;

где ( )ijf σ  – функция текучести; ijσ  – тензорор

напряжений; 3,2,1, =ji .
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Будем рассматривать идеальное жест-
копластическое тело [1] при условии текуче-
сти, удовлетворяющем условию несжимаемо-
сти:

0332211 =++ εεε .

В [2, 3] приведены примеры расчетов
полей деформаций в окрестности точек раз-
рыва полей скоростей перемещений в рам-
ках модели идеального жесткопластическо-
го тела. В [4] предложен жесткопластичес-
кий суперэлемент, позволяющий рассчиты-
вать поля деформаций и удельных диссипа-
ций энергии в окрестности угловых точек для
упрочняющихся упругопластических тел. На
рис. 1 представлена схема применения супе-
рэлемента в задаче о растяжении полосы с
угловым вырезом с использованием пакета
программ MSC. Указанный подход состоит в
представлении полосы как составного тела,
состоящего из внешней упругопластической
части и внутренней окрестности вершины
углового выреза, которая моделируется иде-
альным жесткопластическим телом. Для
внешней части полосы (рис. 2) расчет полей
напряжений и деформаций выполняется па-

кетом программ MSC. При этом взаимодей-
ствие с внутренней частью задается распре-
делением напряжений на поверхности разде-
ла.

Для внутренней части полосы (рис. 3)
поля напряжений, скоростей деформаций и
деформаций определяются аналитически.
Взаимодействие с внешней частью опреде-
ляется нормальными скоростями движения
частиц на поверхности раздела.

В [2] показано, что предельное распре-
деление деформаций в окрестности углово-
го выреза определяется системой уравнений
(1), которая для случая плоской деформации
имеет следующий вид:
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Рис. 1. Схема применения суперэлемента
в задаче о растяжении полосы

Рис. 2. Упругопластическая часть полосы
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– инварианты тензора Альманси; θ  – уголл
наклона первого (алгебраически наибольше-
го) главного значения тензора ijE  к оси Ox ;

vu,  – проекции скорости перемещений на
βα ,  линии скольжения в подвижной систе-

ме координат, связанной с угловой точкой;
α  – полярный угол.

На рис. 4 дана зависимость первого
главного значения тензора Альманси 1E  отт
угла α  в полярной системе координат с цен-
тром в вершине углового выреза (точка А).

Наибольшее значение maxEE 11 =  опре-
деляется параметрами жесткопластической
области и скоростью движения вершины уг-
лового выреза ( jim ba ′+′= ). Рассматривае-
мый пример показывает, что изменение по-
ложения углового выреза в полосе может
моделировать процесс распространения тре-

щины, если принять за механическую харак-
теристику разрушения материала максималь-
но допустимые деформации maxE1 .

Данный подход к описанию процессов
зарождения и распространения трещин мо-
жет быть обобщен на пространственное де-
формирование материала [5, 6].

Деформационные состояния идеаль-
ного жесткопластического тела. Идеальное
жесткопластическое тело предполагается не-
сжимаемым. Условие несжимаемости можно
записать в виде
( )( )( ) 1212121 321 =−−− EEE . (2)

Это уравнение определяет в простран-
стве главных деформаций iE  гиперболи-
ческую поверхность третьего порядка 
(рис. 5,а).

Рассмотрим проекцию поверхности  
на девиаторную плоскость с нормалью, рав-
нонаклоненной к осям iE  (рис. 5,б), на кото-
рой представлены проекции линий уровня
(линий пересечения поверхности   с
плоскостью, параллельной девиаторной
плоскости, расположенной на расстоянии

( ) 3321 /EEEh ++=  до начала координат..
Поверхность   обладает симметрией

относительно трех плоскостей, проходящих
через координатные оси и линию, равнонак-
лоненную к осям координат, что следует из
симметрии уравнения (2) относительно

321 E,E,E . Будем изображать процессы дефор-
мирования частиц идеального жесткопласти-
ческого материала линиями L, расположен-
ными на поверхности .

Условия разрушения (деформацион-
но-энергетические критерии). С точки зре-
ния идеального жесткопластического тела ус-
ловия разрушения должны содержать вели-
чины, входящие в определяющие уравнения
модели, тензоры деформаций и напряжений
и их производные по пространственным пе-
ременным и времени:

( ) ( )N,...,k,...,,EФ ijijijk 10 ==σε ,

где kФ  – изотропные функции тензорных ар-
гументов; N определяется моделью разруше-
ния.
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Рис. 3. Жесткопластическая часть полосы

Рис. 4. Зависимость максимальных деформаций от
полярного угла при 0=′=′ b,Va
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Стандартные экспериментальные ис-
следования по растяжению плоских и цилин-
дрических образцов показывают, что разру-
шение материалов происходит при опреде-
ленных деформациях. При этом определяе-
мые характеристики разрушения (относи-
тельное удлинение и сужение образца при
разрушении) могут служить основой для вы-

числения соответствующих значений *
iE .

Эти эксперименты определяют минималь-
ную систему точек на поверхности  , кото-
рая может быть аппроксимирована некоторой
кривой

( )
( )( )( )




=−−−
=

.EEE
,E,E,EФ

1212121
0

321

321
(3)

Это позволяет постулировать, что при
пересечении линии (3) кривой, соответству-
ющей процессу деформирования, происходит
разрушение материала.

В качестве аппроксимирующих кривых
естественный интерес представляют линии
уровня

( )
( )( )( ) ,EEE

,hH,HEEE
0212121

3

321

321

=−−−
==++

(4)

так как эти линии всегда пересекаются ме-
ридиональными процессами деформирова-
ния и, в частности, кривыми, соответствую-
щими стандартным испытаниям на одноос-
ное растяжение-сжатие. Поэтому положение
кривой (4) с определенной степенью прибли-
жения может быть получено эксперименталь-
но для каждого конструкционного материа-
ла.

Вместе с тем известно, что даже при
небольших циклически изменяющихся пла-
стических деформациях при соответствую-
щем числе циклов деформирования происхо-
дит разрушение практически всех материа-
лов (малоцикловая усталость). Поэтому в
уравнениях (4) должны быть включены па-
раметры, учитывающие историю деформиро-
вания частиц материала. Одним из основных
параметров истории деформирования явля-
ется удельная диссипация энергии, совершен-
ная частицей, вдоль всего пути S движения

частицы: ∫=
S

ijij dtD σε .

Уравнения (4) при этом примут вид:
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(5)

Уравнения (5) означают, что критичес-
кая линия уровня, определяющая момент раз-
рушения каждой частицы, приближается к
недеформированному состоянию в процессе
пластического деформирования соответ-
ственно диссипации энергии. Функция H(D)
должна быть определена экспериментально.

Особенность подхода состоит в локаль-
ном использовании жесткопластического
анализа пластических течений в окрестнос-
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Рис. 5: а) поверхность деформационных состояний;
б) проекция поверхности состояний

на девиаторную плоскость
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ти зон локализации пластических деформа-
ций.

Возможность такого анализа обуслов-
лена результатами исследований, приведен-
ных в [1–6].

Преимущества предлагаемого подхо-
да. Предлагаемый подход:

1) подтверждается корректным исполь-
зованием экстремальных принципов нерав-
новесной термодинамики;

2) обеспечивает возможность формули-
ровки критериев выбора предпочтительного
пластического течения (иерархии решений),
например, в следующем виде: реализуется
такое пластическое течение, при котором
максимальная удельная диссипация энергии
минимальна;

3) обеспечивает возможность формули-
ровки критериев разрушения, согласованных
с п. 4: разрушение материала происходит при
достижении удельной диссипации энергии в
частице материала критического значения;

4) позволяет рассчитывать предельные
значения полей тензоров деформаций и

удельной диссипации энергии в окрестнос-
ти концентраторов деформации.
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NUMERICAL-AND-ARALYTICAL METHODS OF DEFORMATION
CALCULATION AND EVALUATION OF STRUCTURAL MEMBER

STRENGTH IN MECHANICAL ENGINEERING

 2007 Ye. P. Kotcherov
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The paper deals with various approaches to calculating deformation fields in plastic deformation localization
areas (deformation concentrators), including those based on rigid plastic analysis. Algorithms of incorporating rigid
plastic superelements into familiar program packages like MSC, ANSYS are proposed. Limiting values of deformation
tensor field are calculated. An approach to evaluating structural member strength is proposed.




