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В статье предложены алгоритмы нелинейной фильтрации ЦПИ на основе цепей Маркова с не-

сколькими состояниями, позволяющие сократить время передачи изображения. Проведены исследования 
алгоритмов фильтрации ЦПИ при наличии белого гауссовского шума, результаты которых подтвержда-
ют теоретические предпосылки о возможности повышения качества приёма ЦПИ без увеличения энерге-
тических ресурсов на передающей стороне канала связи. 

 
Математическая модель, цифровое полутоновое изображение, цепь Маркова с несколькими со-

стояниями, матрица вероятностей переходов, нелинейная фильтрация изображений, белый гауссовский 
шум. 
 
 

Введение 
В настоящее время наблюдается 

рост требований к объёму и качеству пе-
редаваемой информации. В связи с этим 
постоянно ищутся носители информации, 
которые обладают большой ёмкостью. 
Среди таких носителей наиболее предпо-
чтительными являются полутоновые 
изображения, которые при их цифровом 
представлении двоичными g-разрядными 
числами могут передаваться по дискрет-
ным каналам связи, обладающим высокой 
помехоустойчивостью. Переход к мало-
разрядному (8-16 разрядов) представле-
нию цифровых полутоновых изображений 
(ЦПИ) резко расширил возможности их 
цифровой обработки и сфер приложения. 

Цифровое представление полутоно-
вых изображений как наиболее ёмкого 
носителя различного рода информации 
потребовало совершенствования извест-
ных и разработки новых методов их обра-
ботки. 

Разработка и исследование алгорит-
мов обработки изображений базируются 
на математических моделях (ММ), адек-
ватных реальным изображениям. К насто-
ящему времени разработано большое чис-
ло различных ММ двумерных изображе-
ний, на базе которых создан целый ряд 
алгоритмов обработки [1,2]. Наибольший 

интерес представляют ММ цифровых по-
лутоновых изображений на основе пред-
ставления их дискретными марковскими 
случайными процессами с несколькими 
состояниями. Построение таких ММ и ис-
следование их адекватности реальным 
случайным процессам подробно рассмот-
рено в работах [3-5]. Цифровое полутоно-
вое изображение, представленное g-
разрядными двоичными числами, рас-
сматривается как совокупность g разряд-
ных двоичных изображений (РДИ). Каж-
дое РДИ, в свою очередь, аппроксимиру-
ется двумерной цепью Маркова с двумя 
состояниями, алгоритм моделирования 
которой изложен в работах [3,5]. Для по-
строения ММ цветных изображений воз-
можно использование цветовой модели 
RGB, каждый компонент которой являет-
ся ЦПИ. Поэтому для передачи цветных 
изображений требуются большая полоса 
частот и больший объём вычислительных 
ресурсов. Уменьшения полосы можно до-
стичь либо «сжатием» ЦПИ, либо перехо-
дом от аппроксимации ЦПИ цепью Мар-
кова с 2=N  состояниями к аппроксима-
ции ЦПИ цепью Маркова с  N > 2 состоя-
ниями. В этом случае при аппроксимации 
ЦПИ необходима ММ цепи Маркова с 
числом состояний N > 2. В [6] разработана 
и исследована ММ ЦПИ на основе цепи 
Маркова с 2≥N  состояниями. 
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Передача ЦПИ с 2>N  состояниями 
может осуществляться, например, много-
фазными импульсными сигналами, что 
позволит сократить время передачи ЦПИ 
в g/N  раз, но при снижении помехоустой-
чивости примерно во столько же раз, ко-
торое можно уменьшить, если использо-
вать статистическую избыточность, со-
держащуюся в «несжатых» ЦПИ. 

Для реализации статистической из-
быточности ЦПИ, представленных цепя-
ми Маркова с 2≥N  состояниями, разра-
ботан алгоритм нелинейной фильтрации 
импульсных коррелированных сигналов, 
дискретный параметр которых принимает 
N состояний, при наличии белого гауссов-
ского шума (БГШ) ( )tn  с нулевым сред-
ним и единичной дисперсией 2

nσ . 
 

Алгоритм одномерной нелинейной 
фильтрации цепи Маркова  
с несколькими состояниями 
Будем считать, что последователь-

ность состояний ( )1+kiM  является одно-
родной цепью Маркова с вектором веро-
ятностей начальных состояний  

T
NpppP ...,, 21=            (1) 

и матрицей вероятностей переходов 
(МВП) из состояния ( )kiM  в k-том такте в 
состояние ( ) ( )NjiM kj ∈+ ,1  в (k+1)-м такте 

NNijП
×

= π ,             (2) 

элементы которой удовлетворяют услови-
ям нормировки  

∑
=

=
N

i
ij

1
1π             (3) 

и согласованности  

.,1;
1

* Nipp
N

j
jiji == ∑

=

π           (4) 

Используя теорию фильтрации 
условных марковских процессов [7], по-
лучим уравнение для апостериорной ве-
роятности состояний дискретного пара-
метра kµ  импульсного сигнала ( )kk ts ,µ , 
являющегося цепью Маркова с 2>N  со-
стояниями:  
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где с – коэффициент нормировки, 
( ){ }jk Mf 1exp +  – функция правдоподобия     

j-го состояния дискретного параметра им-
пульсного сигнала. 

Уравнение (5) является основой для 
построения структур устройств фильтра-
ции дискретного параметра импульсного 
коррелированного сигнала, последова-
тельность дискретных значений которого 
является стационарной цепью Маркова с 
N состояниями. 

Для удобства различения состояний 
дискретного параметра переведём уравне-
ние (5) в аддитивную форму. Для этого 
разделим все уравнения в (5) на последнее 
уравнение 
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и, прологарифмировав обе части уравне-
ния (6), получим уравнения нелинейной 
фильтрации дискретного параметра им-
пульсных коррелированных сигналов, по-
следовательность состояний которых яв-
ляется стационарной цепью Маркова с N 
состояниями:  
 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )[ ]
( )( ) ( )( )⋅++

+−=

⋅++

+−=

⋅++

+−=

−−

+−++−

+++

+++

11

11111

111

11

11111

.........

.........

NkN

NkNkkN

jkj

Nkjkkj

k

Nkkk

zu
MfMfu

zu
MfMfu

zu
MfMfu

        (7) 

 

где ( )
( )

( )
( )1...1,ln

1

1
1 −=












=

+

+
+ Nj

p
p

u
kN

kj
kj , 

( )⋅jz  – нелинейная функция вида: 
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Система уравнений (7) определяет 

те оптимальные операции, которые долж-
но совершить радиоприёмное устройство 
(РПУ) над принятым сигналом с целью 
наилучшего выделения дискретного па-
раметра, последовательность значений 
которого аппроксимируется простой од-
нородной цепью Маркова с N  состояни-
ями.  

В качестве критерия различения со-
стояний дискретного параметра 1+kµ  им-
пульсных сигналов примем критерий мак-
симума логарифма отношения апостери-
орных вероятностей ( )1+kju , в соответствии 
с которым, если 

( ) ( ) jiNjiuu kikj ≠−=> ++ ,1,1,,11 ,           (9) 
то принимается решение о наличии сиг-
нала со значением дискретного параметра 

( ) ( )NiM jkj ∈=+1µ , а если все значения 

( ) 01 ≤+kju , 1,1 −= Ni , то принимается ре-
шение о наличии сигнала с параметром  

( ) Nkj M=+1µ . 

Пусть цепь Маркова принимает че-
тыре равновероятных состояния ( )4=N  с 
априорно известным вектором вероятно-
стей начальных состояний  

T
TppppP

4
1

4
1

4
1

4
1

4321 ==      (10) 

и МВП  

44×
= ijП π .           (11) 

В этом случае система уравнений 
(7), (8) будет иметь вид:  

 
( ) ( )[ ] ( ) ( )⋅++−= − 111411 zuMfMfu kkkk  
( ) ( )[ ] ( ) ( )⋅++−= − 212422 zuMfMfu kkkk   (12) 
( ) ( )[ ] ( ) ( )⋅++−= − 313433 zuMfMfu kkkk  
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3,1=j . 
Структура радиоприёмного устрой-

ства (РПУ), осуществляющего операции 
(12), (13) в соответствии с выбранным 
критерием (9), представлена на рис. 1. 

 

 
Рис.1 
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Устройство содержит четыре блока 
формирования логарифмов функций 
правдоподобия NiMf i ∈),(  и нелиней-
ный фильтр (НФ), состоящий из идеаль-
ных сумматоров ( )∑ , линий задержки 
на один такт ЛЗ1 ЛЗ2 и ЛЗ3, блоков нели-
нейных функций (БНФ), осуществляющих 
нелинейные преобразования 1z , 2z и 3z  в 
цепях обратных связей и решающего 
устройства (РУ). 

На рис. 2 приведены исходное (рис. 
2, а), зашумлённое (рис. 2, б) и отфиль-
трованное данным алгоритмом (рис. 2, в) 
полутоновые изображения с четырьмя со-
стояниями при отношении сигнал/шум на 
входе нелинейного фильтра – 9 дБ. Ис-
ходное изображение получено из 8-раз-
рядного ЦПИ объединением двух стар-
ших разрядов. 

 

 
а 

 
б 

 
в 

Рис. 2 
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Выигрыш фильтрации для данного 
изображения при различных отношениях 
сигнал/шум приведён в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Отношение 
сигнал/шум 

Выигрыш 
фильтрации 

– 3 дБ 1,05 дБ 
– 6 дБ 1,75 дБ 
– 9 дБ 2,38 дБ 
 
На рис. 3 приведены графики зави-

симости выигрыша фильтрации искус-
ственных полутоновых изображений, син-
тезированных с помощью ММ двумерной 
цепи Маркова, от диагональных коэффи-
циентов iiπ  матрицы (2) при разных зна-
чениях отношения сигнал/шум на входе 
нелинейного фильтра. 

 

 
Рис. 3 

 
Алгоритм двумерной нелинейной 

фильтрации цепи Маркова  
с несколькими состояниями 
Рассмотрим двумерную цепь Мар-

кова с равновероятными 
( )4321 pppp ===  состояниями 1M , 2M , 

3M  , 4M  и МВП из состояния iM  к состо-
яниям jM , kM , lM  по горизонтали и вер-
тикали, соответственно  

44

11П
×

= ijπ ,  
44

22П
×

= ijπ .                (14) 
Используя теорию фильтрации 

условных марковских процессов [7] и си-
стему уравнений нелинейной фильтрации 
одномерной цепи Маркова (12) – (13), за-

пишем систему рекуррентных уравнений 
нелинейной фильтрации двумерной цепи 
Маркова в виде:  
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апостериорная вероятность состояний 
элементов ЦПИ, ( ) ( )4,14 =jp j ν  – разность  
логарифмов функции правдоподобия со-
стояний элементов ЦПИ; ( )⋅jz  – нелиней-
ная функция вида: 
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( )3,1,3,1 == lj . 
 
Вся априорная информация о стати-

стической зависимости элементов ЦПИ 
сосредоточена в слагаемых вида (16), где 

( )3,1,4,1, == ljiij
lπ  – элементы матриц 
вероятностей перехода элементов ЦПИ по 
горизонтали Π1 , вертикали Π2  и диаго-
нали Π3 , соответственно. 

В качестве критерия различения со-
стояний элементов ЦПИ примем критерий 
максимума логарифма отношения апосте-
риорных вероятностей ( )4νju , в соответ-
ствии с которым, если 

( ) ( ) ,;3,1,;44 jijiuu ij ≠=> νν               (17) 
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то принимается решение о состоянии эле-
мента изображения jM=4ν , а если все 

значения ( ) ( )3,104 =≤ ju j ν , то принимает-
ся решение о состоянии элемента изобра-
жения 44 M=ν . 

На рис. 4 приведены исходное (рис. 
4, а), зашумлённое (рис. 4, б) и отфиль-

трованное данным алгоритмом (рис. 4, в) 
полутоновые изображения с четырьмя со-
стояниями при отношении сигнал/шум на 
входе нелинейного фильтра – 9 дБ. Ис-
ходное изображение получено из 8-раз-
рядного ЦПИ объединением двух стар-
ших разрядов. 

 

 
а 

 
б 

 
в 
 

Рис. 4 
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Выигрыш фильтрации для данного 
изображения при различных отношениях 
сигнал/шум приведен в табл. 2. 

 
Таблица 2 

Отношение 
сигнал/шум 

Выигрыш 
фильтрации 

– 3 дБ 2,02 дБ 
– 6 дБ 3,32 дБ 
– 9 дБ 4,67 дБ 

 
Рассмотрим теперь вместо исходно-

го изображения (рис. 4, а) разрядные дво-
ичные изображения (РДИ), соответству-
ющие двум старшим разрядам. Применим 
к ним по отдельности алгоритм двумер-
ной фильтрации бинарных цепей Маркова 
[8]. Результаты фильтрации при различ-
ных отношениях сигнал/шум на входе не-
линейного фильтра приведены в табл. 3. 

 
Таблица 3  

Отношение 
сигнал/шум 

Выигрыш 
фильтрации 

8 разряд 7 разряд 

– 3 дБ 3,25 дБ 2,18 дБ 
– 6 дБ 4,68 дБ 3,61 дБ 
– 9 дБ 6,47 дБ 5,03 дБ 

 
Из сравнения результатов табл. 2 и 3 

видно, что выигрыш при фильтрации 
ЦПИ с четырьмя состояниями ниже сред-
него выигрыша фильтрации РДИ 8-го и 7-
го разряда. Это может быть связано с тем, 
что в случае фазоманипулированных сиг-
налов переход от двух состояний к четы-
рём снижает помехоустойчивость на 3 дБ. 
Поскольку старшие разряды несут макси-
мальное количество информации, на бо-
лее младших разрядах разница в выигры-
ше может быть существенно меньше. Как 
видно из рис. 3, при уменьшении диаго-
нальных коэффициентов МВП выигрыш 
существенно снижается. Однако сниже-
ние выигрыша компенсируется сокраще-
нием времени обработки ЦПИ, поскольку 
фильтрации подвергаются только четыре 
изображения, а не восемь.  

Из табл. 1 и 3 видно, что при дву-
мерной нелинейной фильтрации цепи 
Маркова с четырьмя состояниями выиг-

рыш в отношении сигнал/шум возрастает 
в среднем в 2 раза по сравнению с одно-
мерной нелинейной фильтрацией. 

 
Выводы 

1. Синтезированные на основе цепей 
Маркова с несколькими состояниями 
( )2≥N  алгоритмы нелинейной фильтра-
ции ЦПИ позволяют эффективно реализо-
вать статистическую избыточность ЦПИ 
для повышения помехоустойчивости их 
приема. При приёме ЦПИ с 4=N  состоя-
ниями дискретного параметра импульс-
ных сигналов и отношением сигнал/шум 
по мощности 9−=2

Эρ дБ выигрыш за счёт 
фильтрации составляет около 5 дБ. 

2. Чем больше состояний принимает 
дискретный параметр импульсных сигна-
лов, с помощью которых передаётся ЦПИ, 
тем сложнее алгоритм фильтрации и 
меньше время передачи ЦПИ. При прак-
тической реализации алгоритма необхо-
димо искать компромисс. 

3. С увеличением количества состо-
яний дискретного параметра импульсных 
сигналов, с помощью которых передаётся 
ЦПИ, становится труднее скомпенсиро-
вать потери реализацией статистической 
избыточности ЦПИ. 
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Digital half-tone images (DHI) represented by g-digit binary numbers often possess great statistical re-

dundancy which can contribute to increasing DHI reception noise immunity. The paper presents algorithms of 
DHI non-linear filtration based on Markovian networks with several states that make it possible to reduce the 
time of image transmission. The filtration algorithms are investigated in the presence of white Gaussian noise. 
The results of the investigation confirm the theoretical assumptions of the possibility of improving DHI recep-
tion quality without the increase in energy resources on the transmitting side of the communication channel. 
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