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Соотношения инвариантной теории пластического течения применены к моделированию процес-
сов испытаний тонкостенных трубчатых стальных образцов при сложном упругопластическом деформи-
ровании. Для модели c трансляционным и изотропным упрочнением, являющейся комбинацией моделей 
Кадашевича-Новожилова и Арутюняна-Вакуленко, разработан программный комплекс расчёта простых 
и сложных траекторий деформирования тонкостенных трубчатых образцов и проведения анализа полу-
ченных результатов. Погрешности, возникающие в ходе численного моделирования процесса деформи-
рования за пределами упругой области, компенсирует алгоритм коррекции, позволяющий возвращаться 
на гиперповерхность нагружения на каждом шаге расчёта. Проведён ряд вычислительных эксперимен-
тов, в ходе которых рассмотрены процессы испытаний трубчатых образцов из стали 40Х16Н9Г2С. Под-
бор параметров модели осуществлялся по данным жёсткого циклического нагружения. Представлены 
результаты моделирования процессов циклического закручивания образцов, пропорционального нагру-
жения, деформирования по сложным двухзвенным и многозвенным траекториям, а также процессa де-
формирования по криволинейной траектории в виде концентрических окружностей. На примере дефор-
мирования по двухзвенным траекториям с различными углами излома продемонстрировано соблюдение 
принципов запаздывания векторных и скалярных свойств. Результаты моделирования сопоставлены с 
результатами экспериментов. 

 
Пластичность, пластическое течение, сложное деформирование,  напряжённо-деформированное 

состояние, испытания, трубчатый образец. 

doi: 10.18287/2412-7329-2015-14-3-24-36 

Введение 
При расчёте напряжённо-деформи-

рованного состояния детали, работающей 
за пределом упругости, применяют соот-
ношения теории пластического течения. 
Существует несколько вариантов теории 
пластического течения, предназначенных 
для описания деформирования по слож-
ным траекториям изменения деформаций 
и напряжений. Адекватность математиче-
ской модели теории пластичности опре-
деляется её способностью описывать эф-
фекты и закономерности, наблюдаемые в 
экспериментах. В работе выполнен анализ 
возможности применения инвариантной 
теории пластического течения к описанию 
экспериментальных результатов при ис-
пытаниях тонкостенных трубчатых образ-
цов по программам сложного нагружения. 

 

Определяющие соотношения 
инвариантной теории пластичности 

В рамках теории пластического те-
чения будем считать, что упругие и пла-
стические деформации являются незави-
симыми и тензор приращения деформа-
ций ijde  можно представить как сумму 
тензора приращений упругих деформаций 

e
ijde  и тензора приращений пластических 

деформаций p
ijde : 
.e p

ij ij ijd d de e e= +                                      (1) 
Также будем считать материал од-

нородным и начально изотропным. Изме-
нение объёма материала происходит уп-
руго, и пластические деформации обра-
зуют девиатор. Ограничимся случаем изо-
термического нагружения, для которого 
из [1,2] получим приведённые ниже уп-
рощённые соотношения.  
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Тензор приращения упругих дефор-
маций e

ijde  связан с тензором приращения 
напряжений klds  и тензором напряжений 

kls  зависимостью обобщённого закона 
Гука для анизотропного материала [3]: 

e
ij ijkl kl ijkl kld A d dAe s s= + .                           (2) 

Здесь ijklA  описывает упругую анизотро-
пию материала и для упругого изотропно-
го материала имеет вид 

1 ,ijkl ik jl ij klA
E E

m md d d d+
= -  

где E - модуль упругости, m  - коэффици-
ент Пуассона. Так как рассматривается 
изотермический процесс, то 0ijkldA = . 

Для определения приращения пла-
стических деформаций рассмотрим ги-
перповерхность пластического деформи-
рования [1,2]: 

( , , , ) 0,p
ij ij ijf s e c x = .                                  (3) 

Здесь c  - скалярный параметр, характе-
ризующий историю пластического де-
формирования и определяемый как 

( )
1

2 ,p p
ij ijd d dc e e=  

ijx  - компоненты тензора, характеризую-
щего анизотропию, приобретённую в 
процессе пластического деформирования, 
компоненты которого определяются соот-
ношениями: 

( , , ) ,
p

ijp
ij ij ij

ip

d
d A d

d
e

x c s e c
e

=  

где A  - функция, определяемая экспери-
ментально. 

В соответствии с [1,3] рассмотрим 
систему инвариантов: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1 1

, , ,
0, , ,

, , ,
, , ,

ij ij ij ij ij jk ki
p p p p p p
ij ij ij ij ij jk ki

p p p p
ij ij ij jk ki ij jk ki

p
ij ij ij ij ij ij

J J s s J s s s
E E E

D s D s D s s
N R s

s d
e d e e e e e

e e e e
x x x e x

= = =
= = = =

= = =
= = Õ =

(4) 

где 1
1
3ij ij ijs Js d= -  - девиатор тензора на-

пряжений, ijd - символ Кронекера. 
Изменение пластических свойств 

материала происходит при изменении  
компонентов тензора напряжений ijs . 
Рассмотрим гиперповерхность нагруже-
ния [1,2]: 

1 ( ; , , ) 0p
ij ij ij

const

f f s e c x= =
14243

,                          (5) 

отделяющую области упругого и пласти-
ческого деформирования и являющуюся 
подповерхностью гиперповерхности пла-
стического деформирования при фикси-
рованных значениях p

ije , c  и ijx . Ска-
лярная функция f зависит от системы ин-
вариантов (4). Принимая, что в упругой 
области 1 0f £& , сформулируем критерии 
для определения типа нагружения 
(табл. 1). 

Таблица 1. Определение типа нагружения 

( ) ( )1 1 1 10 0 0 0f df f df£ Ù < Ú < Ù ³  Разгрузка или нагрузка в упругой области 

1 10 0f df= Ù =  Нейтральное деформирование 

1 10 0f df= Ù >  Приращение пластических деформаций 
  

Воспользуемся законом ассоцииро-
ванного пластического течения [4]: 

1 ,p
ij

ij

fd de l
s
¶

=
¶

                                         (6) 

где 0dl >  - активное нагружение, 0dl =  
- разгрузка, нагрузка в упругой области, 
или нейтральное деформирование. 

После преобразований [1,2] с учётом 
(4) и (5) зависимость (6) принимает вид: 

,p p
ij ijkl kld C dse =                                           (7) 

где 0 01 ,p
ijkl ij klC s s

f
= -                                   (8) 

0 1 1 1 1

1

m s
ij

m ij s ij ij

J Df f f
J S D S S

s
¶ ¶¶ ¶ ¶ ¶ Õ

= + +
¶ ¶ ¶ ¶ ¶ Õ ¶

. 

f  - функция упрочнения [1,2], имеющая 
вид: 

0 0
1

'
n s

n s

f f fn D D
E D

f c
c-

¶ ¶ ¶
= + + +

¶ ¶ ¶
%    
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1 1 1
1 1 1

,f f fN R
N R

¶ ¶ ¶
+ Õ + +

¶ Õ ¶ ¶
  

где 0 0
1

p
ij ijD s e= , 0 0

2
p p

ij jk kiD s e e= , 
0

1 ij ijD s s=% , 0
2 2 p

ij jk kiD s s e=% , 0
3 ij jk ijD s s s=% , 

( )
1

0 0 0 2
ij ijc s s= , 0

1 ij ijsn sÕ = Y , 
0

1 2 ij ijN sn s= Y , 0 0
1

p
ij ij ij ijR ns e x s= Y + , 

( , , )p
ij ijAn c s eY = . 

Рассмотрим частный случай уравне-
ния (4): 

2 2
2 1 2 2 1 1 2 12f J a E a N a a R= + + + -  

( )20
1 1 2 12 2 0,Ta D a s- - Õ - =                       (9) 

где 1 1 2( )a a E= , 2 2 ( )a a c= , 0 0 ( )T Ts s c=  - 
функции, определяемые эксперименталь-
но. При таком выборе f функции 1a  и 2a  
отвечают за смещение центра гиперпо-
верхности пластического деформирова-
ния, а 0

Ts  - за её радиус. В этом случае 
0 2( ),ij ij ijss r= -                                        (10) 

где 1 2
p

ij ij ija ar e x= +  - компоненты тензора 
микронапряжений, а (9) принимает вид 

( )20 0
2 4 ( ) 0.TJ s c- =                                  (11) 

Функция упрочнения в данном случае вы-
глядит следующим образом: 

( )20 01
2 1 2 1

2

( ) 2 aJ a a D
Enf ¶

= - + Y - -
¶

 

( )
0 1

0 0 22 1
22 ,

2
T

T
a N J

n

ss
c c

æ ö¶ ¶
- +ç ÷¶ Y ¶è ø

             (12) 

где 0 0 0
2 ij ijJ s s= . 
Запишем условие активного нагру-

жения: 

( )20 0 0 00 4 ( ) .ij ij ij ij Tdss s s s c> Ù =                (13) 
При различном подборе параметров 

1a , 2a  и 0
Ts  соотношения (7) - (12) могут 

представлять собой определяющие соот-
ношения для модели с изотропным уп-
рочнением при 1 2 0a a= º , модели с 
трансляционным упрочнением Кадашеви-
ча-Новожилова при 1 0a ¹ , 2 0a = , модели 
Арутюняна-Вакуленко при 1 0a = , 2 0a ¹  
либо для комбинации моделей [1,2]. 

Особенности численного 
моделирования процесса испытания 
образцов при сложном нагружении 

Рассмотрим процесс сложного на-
гружения, в котором либо вектор s  
(«мягкое нагружение»), либо вектор e  
(«жёсткое нагружение») изменяются по 
заданным законам. Процесс моделирова-
ния заключается в определении измене-
ния либо вектора e , либо вектора s  в 
зависимости от выбранного типа нагру-
жения. 

В такой постановке задача модели-
рования сводится к начальной задаче Ко-
ши, в которой текущие значения векторов 
определяются суммированием их прира-
щений по шагам. 

Для удобства проведения численно-
го моделирования процесса нагружения 
перейдём от тензорного вида к матрично-
му виду, воспользовавшись симметрией 
тензоров деформаций и напряжений. Этот 
переход позволяет представить тензорные 
соотношения (1), (2) и (7) в виде зависи-
мостей для приращений векторов на шаге 
нагружения: 

,e pd d de e e= +  
[ ] ,p pd C de s=                                         (14) 
[ ] .ed A de s=  

Зависимости (14) нелинейны и на 
каждом шаге расчёта приходится прово-
дить линеаризацию матрицы [ ]pC . В об-
щем случае матрица [ ]pC  зависит от пла-
стических деформаций, напряжений, на-
копленных пластических деформаций и 
структурного тензора. В качестве пара-
метра нагружения можно рассматривать 
либо изменение вектора ds , либо вектора 
de . Вычисление матрицы [ ]pC  в начале 
шага приводит к накоплению погрешно-
сти и отклонению вычисленной по теку-
щим напряжениям и деформациям левой 
части зависимости (5) от нуля.  

Для компенсации этого отклонения 
рассмотрим задачу коррекции погрешно-
сти на примере моделирования жёсткого 
нагружения. 
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Для решения системы (14) восполь-
зуемся явным методом Эйлера с коррек-
цией погрешности [4]. Тогда на ( 1)k + - ом 
шаге система примет вид: 

1 1([ ] [ ( , , , )]) ,p p
k k k k k kA Ce e s c x s+ +D = + D  

1 1,k k ke e e+ += + D  

1 1[ ( , , , )] ,p p p
k k k k k kCe e s c x s+ +D = D  

1 1.
p p p

k k ke e e+ += + D  
Здесь индекс k  обозначает векторы, вы-
численные к концу k -го шага. 

Из-за возникающей погрешности 
уравнение поверхности пластического 
деформирования на k -ом  шаге не выпол-
няется и 

( , , , ) 0.p
k k k k kf fs e c x = ¹  

Рассмотрим 1kf + , если f  имеет вид (9): 

1 , , 1 , ,( ( )p p
k k ij k ij k ij k ijf s s a e e+ = + D - + D -  

2 , , , , 1 , ,( ))( ( )p p
k ij k ij k ij k ij k ij k ija s s ax x e e- + D + D - + D -

2
2 , , 0( )) ( ( )) 0.T

k ij k ij k ka x x s c c- + D - + D =  
Раскладываем в ряд Тейлора функцию 

2
0( ( ))T

k ks c c+ D  в точке kc  и раскрываем 
скобки, пренебрегая членами второго по-
рядка малости: 

, 1 , 2 , , 1 , 2 ,( )( )p p
k ij k ij k ij k ij k ij k ijs a a s a ae x e x- - - - +  

, 1 , 2 , , 1 ,2( )(p p
k ij k ij k ij k ij k ijs a a s ae x e+ D - D - D - -  

2 0
2 , 0 0) ( ( )) 2 ( ) 0.

T
T T

k ij k k ka s
x s c s c c

c
¶

- - - D =
¶

 

Первое и третье слагаемые заменяем на 
kf , переносим слагаемые с ijsD  влево, а 

остальные вправо, переходим от ijsD  к 

ijsD  и получаем дополнительное уравне-
ние, связывающее изменение компонент 
тензора напряжений и тензора пластиче-
ских деформаций: 

, 1 , 2 ,( )
2

p k
ij k ij k ij k ij

fs a as e xD - - = - +  

1 2 , 1 , 2 ,( )( )p p
ij ij k ij k ij k ija a s a ae x e x+ D + D - - +  

0
0 ( ) .

T
T

k
s

s c c
c

¶
+ D

¶
                                     (15) 

Дополнительное условие, наклады-
ваемое на решение системы (14), учиты-
ваем методом множителей Лагранжа. Для 
этого условие (15) записываем в виде: 

1kL bs +D = , 

где 
00 0

0 0 03311 22
23 13 122 2 2

L ss s s s s
æ ö

= ç ÷
è ø

, 

0
1 2 0

0

( )
2

p T
k ij ij ij Tf a a

b
e x s s

s c
c

- D + D ¶
= - + D

¶
 

и на каждом шаге решаем модифициро-
ванную систему линейных алгебраиче-
ских уравнений: 

11 ,
0

p p T
kk C L

b L
se
l

++ Dæ ö é ùD æ ö
=ç ÷ ê úç ÷

è øè ø ë û
 

где l  - множитель Лагранжа. 
Такой метод коррекции позволяет 

компенсировать погрешности при актив-
ном нагружении и на каждом шаге воз-
вращаться на гиперповерхность пластиче-
ского деформирования. При разгрузке и 
нейтральном деформировании тензор 
[ ] 0pC º  и погрешность не накапливается. 

 
Оценка точности алгоритма 

и сравнение результатов расчётов 
с результатами экспериментов 
Анализ точности алгоритма и моде-

лей проводился при сравнении результа-
тов моделирования с результатами экспе-
риментов для простых и сложных траек-
торий деформирования трубчатых образ-
цов из стали 40Х16Н9Г2С [5]. Подбор па-
раметров моделей осуществлялся по дан-
ным жёсткого циклического деформиро-
вания материала [5].   

Полагая 2 0a = , определяем пара-
метры 1a  и 0

Ts . Рассматривая кривую де-
формирования материала при растяжении 
до пластической деформации 1

pe  и кри-
вую деформирования при последующем 
сжатии, находим напряжения s + , соот-
ветствующие 1

pe  при растяжении, и на-
пряжения s - , при которых начинается 
обратное пластическое деформирование. 
Из уравнения поверхности пластического 
деформирования (9) находим 1 2( )a E  и  

0 ( )Ts c [2]. Параметр 2( )A J  определяем 
как изменения касательного модуля кри-
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вой деформирования на первом полуцик-
ле, а параметр 2 ( )a c  -  как отношение 
площадей под кривой деформирования на 
каждом полуцикле к площади под кривой 
деформирования на первом полуцикле. 
Для определения параметров модели с ги-
перповерхностью пластического дефор-
мирования вида (9) проводим моделиро-
вание жёсткого циклического нагружения, 

заменяя 1 2( )a E  и 2 ( )a c  на 1 2( )a Eb  и 

2(1 ) ( )ab c- . b  выбираем из диапазона 
[ ]0,1  таким образом, чтобы обеспечивать 
наилучшее приближение результатов рас-
чёта к экспериментальным данным. Гра-
фики изменения параметров приведены на 
рис. 1,2. 

  
           а                                                                            б 
Рис. 1. Графики изменения параметров: а) 0 ( )Ts c ; б) 1 2( )a E  

 
           а                                                                          б 
Рис. 2. Графики изменения параметров: а) 2 ( )a c ; б) 2( )A J

Применение коррекции продемонст-
рировано на примере численного модели-
рования нагружения по двухзвенной ло-
маной траектории с углом излома 90°  

(рис. 3, а). 1 11
3
2

Э e= , 3 122Э e=  - коор-

динаты вектора деформаций Ильюшина 
[5,6], где 11e , 12e  -  компоненты девиатора 
тензора деформаций. График зависимости 
значения kf  от номера шага приведён на 
рис. 3, б (режим без коррекции).  В зоне 
упругости (I) kf  принимает отрицатель-
ные значения, тогда как в зоне активного 

нагружения (II, III) kf  первоначально 
близко к  нулю, но с некоторого момента 
в связи с увеличением погрешностей рас-
тёт.  

На рис. 4, а представлен график за-
висимости значения kf  от номера шага 
(режим с коррекцией). На каждом шаге 
расчёта, в том случае, если kf  достигает 
некоторого заданного значения, происхо-
дит расчёт с коррекцией, что позволяет 
удерживать значение kf  вблизи нуля. 
Расхождение по пластическим деформа-
циям в плоскости 1 3Э Э- продемонстри-
ровано на рис. 4, б. 
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а                                                                       б 

Рис.3. Траектория деформирования (а) и график зависимости значения kf  от номера шага, 
режим без коррекции (б); I – растяжение, упругое деформирование, II – растяжение,  

упругопластическое деформирование, III – кручение, упругопластическое деформирование 
 

 
                              а                                                                    б 

Рис.4. График зависимости значения kf  от номера шага (режим с коррекцией) (а)  
и расхождение по пластическим деформациям (б): штриховая линия – режим без коррекции,  

сплошная линия – режим с коррекцией, точки – эксперимент
 

На рис. 5, а, б представлены графики 
ответных реакций и графики уравнений 
гиперповерхности нагружения в четырёх 
состояниях (1-4) в плоскости 1 3S S-  без 
коррекции и с коррекцией соответствен-
но. Маркеры на рис. 5, а, б соответствуют 
положениям изображающей точки в тех 
же четырёх состояниях гиперповерхности 
нагружения (◇-1,▽-2,○-3,▯-4).  При вы-
ключенном режиме коррекции изобра-
жающая точка находится вне гиперпо-
верхности нагружения (рис. 5, а), тогда 
как при работающей коррекции точки 
расчёта ложатся на гиперповерхности на-
гружения, соответствующие им (рис. 5, б). 

Моделирование процессов 
деформирования 

при пропорциональном нагружении 
На рис. 6 сплошными линиями пока-

заны кривые деформирования в интен-
сивностях, полученные в результате мо-
делирования процессов циклического из-
менения компонента 3Э  вектора дефор-
мирования с амплитудой 0.0113 , пред-
ставляющего собой знакопеременное за-
кручивание образца, а также пропорцио-
нального нагружения с наклоном вектора 
деформирования в 45° с амплитудой 
0.008 . Точками показаны результаты экс-
периментов, приведённых в [5]. 
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а                                                                      б 

Рис. 5. Ответная реакция напряжений (сплошная линия) и гиперповерхности нагружения  
(штриховая линия): режим без коррекции (а),  режим с коррекцией (б) 

  
а                                                                        б 

Рис. 6. Кривые деформирования при кручении с амплитудой 0.0113 (а) и при пропорциональном  
нагружении с амплитудой 0.008 (б): сплошная линия – расчёт, точки – эксперимент

Моделирование процессов 
деформирования 

по двухзвенным траекториям 
Выполнено численное моделирова-

ние нагружения по двухзвенным траекто-
риям, представляющим два отрезка под 
некоторым углом излома.  

Экспериментальные исследования 
показывают, что после излома траектории 
по исчерпанию некоторой длины второго 
звена, следа запаздывания вектор напря-
жений практически ложится на касатель-
ную к траектории деформирования. Таким 
образом, угол сближения, характеризую-
щий векторные свойства, становится дос-
таточно малым [5].  

Угол сближения вычисляется по 
формуле: 

( )arccos ,
| || |
S Э
S Э

q
×

=
&

&
 

где S  и Э  -  векторы напряжений и де-
формаций, соответствующие векторному 
представлению Ильюшина [5,6].  

На рис. 7, а приведены зависимости 
угла сближения от длины траектории де-
формирования для различных углов изло-
ма траектории, построенные на основе 
соотношений модели (7 - 12). На основе 
полученных зависимостей был построен 
график зависимости следа запаздывания 
от угла излома траектории (рис. 7, б). Со-
гласно расчётам, след запаздывания век-
торных свойств материала существенно 
зависит от угла излома траектории и не 
является универсальной характеристикой 
материала, что подтверждается экспери-
ментально [5]. 
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                                   а                                                                        б 

Рис. 7. Зависимости угла сближения от длины траектории деформирования (а)  
и следа запаздывания от угла излома траектории (б) 

Также экспериментальные исследо-
вания показали, что после излома траек-
тории происходит нырок кривой дефор-
мирования, а затем по исчерпанию следа 
запаздывания кривая скалярных свойств 
может приближаться к единой кривой ма-
териала [5].  

На рис. 8, а представлен фрагмент 
кривой деформирования в интенсивностях 
после излома траектории с углом излома 

90°. Точка 1 соответствует моменту изло-
ма, точка 2 – нижняя точка кривой дефор-
мирования при нырке, точка 3 соответст-
вует достижению модулем вектора на-
пряжений S  значения, равного значению 
S  в точке 1. На рис. 8, б показана ответ-
ная реакция напряжений при нырке кри-
вой деформирования. 

 
а                                                                      б 

Рис.8. Нырок кривой деформирования (а) и ответная реакция напряжений при нырке 
 (сплошная линия) (б) для двухзвенной траектории деформирования с углом излома 90° 

 
Штриховой линией обозначен путь 

изображающей точки, в том случае, если 
бы длина вектора S  оставалась бы в про-
цессе нагружения равной длине S  до 
нырка. Из графика видно, что на участке 
1-3 модуль вектора S меньше, чем модуль 
вектора 

(1)
S ,  что и соответствует нырку 

кривой деформирования на участке 1-3 
(рис. 8, а). 

На рис.  9  приведены кривые дефор-
мирования и зависимости модуля вектора 

напряжений от длины траектории дефор-
мирования для двухзвенных траекторий с 
углами излома 45, 90, 135 и 160°. На кри-
вой деформирования, соответствующей 
углу излома в 45°, нырка не наблюдается. 
Это связано с тем, что после излома не 
происходит разгрузки в направлении Э1, в 
отличие от остальных траекторий, а про-
исходит пропорциональное нагружение с 
увеличением компонентов Э1 и Э3. 
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а                                                                          б 

Рис.9. Кривые деформирования в интенсивностях (а) и зависимость модуля вектора напряжений от 
длины траектории деформирования (б) для двухзвенных траекторий деформирования с различными 

углами излома 
 

Моделирование процесса 
деформирования 

по траектории деформирования 
в виде квадрата 

На рис.  10  сплошными линиями по-
казаны кривая деформирования в интен-
сивностях и ответные реакции в плоско-
сти S1 -  S3 соответственно, полученные в 
результате численного моделирования на-
гружения по многозвенной ломаной тра-
ектории, представляющей собой квадрат в 
плоскости Э1 - Э3 со стороной 0.01, то есть 
последовательно выполняется растяжение 
– кручение в положительном направлении 

и сжатие – кручение в отрицательном на-
правлении.  

На рис. 11 представлены графики 
зависимостей модуля вектора напряжений 
и угла сближения от длины траектории 
деформирования. Точками показаны ре-
зультаты экспериментов, приведённые в 
[5]. 

По скалярным свойствам наблюда-
ется существенное отличие от единой 
кривой деформирования, а угол сближе-
ния на каждой стороне близок к универ-
сальной зависимости, что подтверждается 
экспериментально [5]. 

 
а                                                                    б 

Рис. 10. Кривая деформирования (а) и ответная реакция напряжений (б) при нагружении  
по траектории деформирования в виде квадрата: сплошная линия – расчёт, точки – эксперимент 
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а                                                                    б 

Рис. 11. Зависимости угла сближения от длины траектории деформирования (а) и модуля вектора  
напряжений от длины траектории деформирования (б) при траектории деформирования в виде  

квадрата: сплошная линия – расчёт, точки – эксперимент 
 

Моделирование процессов 
деформирования 

по траектории деформирования 
в виде концентрических окружностей 

На рис. 12 представлены кривая де-
формирования в интенсивностях и ответ-
ные реакции в плоскости S1 - S3 соответст-
венно, полученные в ходе моделирования 
нагружения по траектории в виде двух 

концентрических окружностей с общим 
центром, совпадающим с началом коор-
динат. Переход с одной окружности на 
другую осуществлялся по отрезку, совпа-
дающему с началом координат. Радиус 
первой окружности составляет 0.0025, 
второй 0.005. Точками показаны экспери-
ментальные результаты [5]. 

 
а                                                                         б 

Рис. 12. Кривая деформирования (а) и ответная реакция напряжений (б) при нагружении  
по траектории деформирования в виде концентрических окружностей:  

сплошная линия – расчёт, точки – эксперимент
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Заключение 
Наблюдается удовлетворительное 

совпадение результатов математического 
моделирования нагружения по простым и 
сложным траекториям деформирования и 
результатов экспериментов. Результаты 
численного исследования нагружения по 
двухзвенным траекториям демонстрируют 
соблюдение принципов запаздывания век-
торных и скалярных свойств. На основе 
проведённого анализа можно сделать вы-
вод о возможности использования инва-
риантной теории пластического течения 
для описания напряжённо-деформиро-

ванного состояния конструкций под дей-
ствием сложного нагружения. 

Следует отметить, что при числен-
ном моделировании в данной работе был 
использован достаточно простой вид по-
верхности нагружения и в дальнейшем 
можно рассматривать более сложные ва-
рианты. 

Авторы благодарят профессора, д-ра 
физ.-мат. наук Бондаря В.С. за полезное 
обсуждение работы. 
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APPLICATION OF THE INVARIANT PLASTIC FLOW THEORY  
FOR MATHEMATICAL MODELING OF THE PROCESSES OF TESTING  
SPECIMENS UNDER COMPLEX ELASTIC-PLASTIC DEFORMATION 
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Russian Federation 
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The invariant plastic flow theory is applied for modeling the processes of testing thin-walled tubular steel 
specimens under complex elastic-plastic deformation. A software package for calculating simple and complex 
paths of deformation of thin-walled tubular specimens and analyzing the results obtained was developed for a 
model with translation and isotropic hardening, a combination of Kadashevich-Novozhilov and Arutyunyan-
Vakulenko models. The errors arising in the course of numerical modeling of the deformation process beyond 
the elastic area are compensated by the correction algorithm that makes it possible to return to the loading 
hypersurface at each stage of calculation. A number of numerical experiments dealing with testing tubular steel 
40Х16Н9Г2С specimens were conducted. The model parameters were chosen according to the data of repeated 
loading. The results of numerical stimulation of the processes of cyclical twist of the specimens, proportional 
loading, complex two-section and multi-section deformation paths, as well as the process of curvilinear defor-
mation path in the form of concentric circles are presented. The observance of the principle of delay of vector 
and scalar properties is demonstrated, two-section deformation paths with different angles of fracture taken as an 
example. The numerical results are compared with the experimental data.  

Plasticity, plastic flow, complex deformation, stress-strain state, mechanical tests, tubular specimen. 
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