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Разработан подход к моделированию дискретного выбора вектора управления на основе агрегиро-

ванного критерия (метакритерия), выражающего минимум суммарных относительных потерь агентов 
иерархических организационно-экономических систем вертикально-интегрированного типа. Разработа-
ны модели учета приоритетов критериев на основе сравнительного анализа рентабельностей агентов си-
стемы. 

 

Иерархическая вертикально-интегрированная система, многокритериальная оптимизация, мно-
жество Парето, метакритерий, принцип максимина, рентабельность. 

 

Введение 
Современный корпоративный сектор 

экономики России в значительной мере 
состоит из интегрированных структур. 
Имеют место такие формы интеграции 
предприятий [11, 12], как: 

- имущественная (жёсткая) интегра-
ция, основанная на участии в капитале, 
приводящая к созданию таких форм, как 
холдинги с дочерними и зависимыми об-
ществами, распределённые холдинги, 
имеющие в виде центра корпорацию, и 
структуры взаимного участия в капитале; 

- неимущественная (мягкая) инте-
грация в виде контроля над ресурсами или 
продуктами либо в виде добровольной 
централизации участниками некоторых 
функций управления через некоторый ме-
тацентр. 

В случае имущественной интегра-
ции, как правило, формируется иерархи-
ческая система корпораций, например, 
при вертикальной интеграции в системе 
«производственный сектор – сектор опто-
вых продаж – сектор розничных продаж». 
Модель равновесия в системе такого рода 
является, по существу, многокритериаль-
ной, поскольку равновесие устанавлива-
ется на основе максимизации эффектов 
агентов, интегрированных в систему. При 
этом на практике широко распространены 

такие системы, в которых некоторые 
агенты получают отрицательные эффек-
ты: зачастую в корпоративных структурах 
прибыль аккумулируется  одним агентом 
(как правило, центром), а затраты несут 
другие агенты, финансово-хозяйственная 
деятельность которых убыточна. Такое 
структурирование организационных си-
стем приводит к возникновению затрат-
ных механизмов трансфертного (внутри-
корпоративного) ценообразования [2, 4, 5, 
6, 14, 15, 42], реализация которых снижает 
прибыль системы в целом. 

В результате возникают фактически 
неработоспособные корпоративные си-
стемы, поскольку выполнение условия 
неотрицательности прибыли для каждого 
агента системы (условия невытеснения с 
рынка) является стимулом, обеспечиваю-
щим интеграцию агента в систему. При-
чина этого явления является институцио-
нальной и состоит в том, что контракты 
между экономическими агентами заклю-
чаются на условиях максимальной при-
были каждого агента и ограниченности 
суммарной прибыли системы в предполо-
жении автоматического выполнения усло-
вия невытеснения. Однако последнее со-
блюдается не только не всегда, но, как 
правило, не выполняется – это основа 
равновесия на конкурентном рынке. В то 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета                            № 6 (37) 2012 г. 
 

 83 

же время в контексте не рынка в целом, а 
конкретной организационной системы, 
например вертикально-интегрированной 
корпорации, в которой не только отсут-
ствует конкуренция между вовлечёнными 
в неё фирмами, а, наоборот, имеет место 
зависимость достижения общей цели 
(удовлетворение конечного спроса и по-
лучение максимальной совокупной при-
были) от эффективной работы всех аген-
тов, условие невытеснения приобретает 
решающее значение. 

Поэтому многокритериальная мо-
дель равновесия, сформированная на ос-
нове принятых в экономике принципов 
заключения контрактов, фактически явля-
ется недоопределённой: не учтено, во-
первых, неравноправие агентов, обуслов-
ливающее введение некоторых дополни-
тельных критериев, и, во-вторых, вытека-
ющая из этого необходимость учета усло-
вия невытеснения. Следовательно, для 
решения практических многокритериаль-
ных задач управления иерархическими 
системами необходимо совершенствова-
ние базовых подходов многокритериаль-
ной оптимизации с учетом специфических 
свойств иерархических организационных 
систем. 

Анализ современного состояния 
многокритериальной оптимизации 

Модели многокритериальной опти-
мизации [18] формально не имеют един-
ственного решения, если базироваться 
только на заключенной в модели инфор-
мации. Более того, такие модели не имеют 
даже однозначно определённого множе-
ства решений. Такого рода неоднознач-
ность обусловила наличие двух подходов 
многокритериальной оптимизации: пер-
вый состоит в формировании определен-
ного тем или иным образом (эффектив-
ность по Парето, эффективность по Слей-
теру) множества решений; второй заклю-
чается в нахождении единственного ре-
шения (как правило, из указанного выше 
множества) из условия оптимальности не-
которого введённого в процессе решения 
лицом, принимающим решения (ЛПР), 
критерия (метакритерия). Второй подход, 

как правило, выражается в агрегировании 
исходных критериев модели, поскольку 
метакритерий образуется путём каких-
либо преобразований этих критериев. 

Далее рассматриваются принципы 
формирования множеств Парето и Слей-
тера. К множеству Парето (П) относятся 
[31, 32] такие варианты (не улучшаемые 
по Парето) решений многокритериальной 
задачи u*, которые не доминируются дру-
гими вариантами с точки зрения всей со-
вокупности критериев, то есть 
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где u – вектор управления организацион-
но-экономической системой; U – допу-
стимая область управлений; 

[ ] ,...,K,  kuRk 1=  – вектор критериев оп-
тимальности. Множество Слейтера (С) 
включает в себя значения вектора управ-
лений, которые не доминируются другими 
вариантами решения задачи, а также рав-
ноценные по совокупности критериев 
векторы: 
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Множество Парето есть сужение 
множества Слейтера и, кроме того, более 
строго выражает принцип предпочтитель-
ности входящего в него вектора управле-
ния по сравнению с другими. Поэтому, 
как правило, (1) является при данном под-
ходе основным принципом решения мно-
гокритериальной задачи. 

Формирование множества Парето 
осуществлялось приближёнными метода-
ми, исторически первым из которых был 
предложен анализ “стоимость - эффек-
тивность” [45]. На основе объективных 
моделей стоимости и эффективности рас-
сматриваемой организационно-
экономической системы определяют век-
тор управления, либо минимизирующий 
стоимость при фиксированной эффектив-
ности, либо максимизирующий эффек-
тивность при фиксированной стоимости. 
Современные варианты этого подхода вы-
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ступают в форме методов [25, 34, 40, 41] 
последовательных уступок, последова-
тельного игнорирования, ведущего крите-
рия. Общий принцип заключается в том, 
что один из частных критериев фигуриру-
ет в виде ограничения, то есть, как тако-
вой многокритериальный выбор не произ-
водится. Численная реализация этого под-
хода приводит к итерационной процедуре 
[43, 49], дискретизирующей даже модели 
с непрерывными критериальными функ-
циями. 

Однако анализ множества Парето 
есть лишь первый этап на пути поиска 
решения [1, 32], поскольку практически 
проблема управления организационно-
экономическими системами заключается в 
выборе единственного варианта функцио-
нирования, причём на основе объективной 
информации. 

Далее анализируются принципы аг-
регирования исходных критериев модели 
в виде метакритерия, приводящего к вы-
бору единственного решения. Теоретиче-
ское обоснование агрегирования критери-
ев сформировалось в многокритериальной 
теории полезности [17,26, 35, 36, 38, 44, 
48], в рамках которой совокупная полез-
ность определяется как взвешенная сумма 
(агрегированный критерий) полезностей 
отдельных агентов (частных полезностей):  

∑
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где kυ  – весовые коэффициенты критери-
ев (0< kυ <1). Обосновано существование 
функции полезности при условии соот-
ветствия системы приоритетов экономи-
ческих субъектов аксиомам рефлективно-
сти, связности, транзитивности и некото-
рым другим. 

Разработаны также другие, преиму-
щественно эмпирические, варианты фор-
мирования агрегированных критериев [3, 
13, 16, 23, 33]: метод главного критерия, в 
котором в качестве метакритерия фигури-
рует критерий одного агента; стимулиру-
ющие комплексные критерии, в которых 
более значимый частный критерий оказы-
вает большее влияние на комплексный 

критерий; штрафующие комплексные 
критерии, в которых более значимый 
частный критерий более существенно ли-
митирует комплексный критерий; степен-
ные (мультипликативные) комплексные 
критерии, в которых предполагается зави-
симость результатов выбора по одному 
частному критерию от результатов выбора 
по другому критерию и др. Сравнитель-
ный анализ взвешенных аддитивных и 
мультипликативных агрегированных кри-
териев проведён в [47, 50]. Существуют 
человеко-машинные варианты этого под-
хода в виде процедуры Дайера-
Джиофириона [10], при которой ЛПР 
определяет градиент метакритерия, и ме-
тода Зайонца-Валлениуса [41], основанно-
го на сужении множества значений векто-
ра весовых коэффициентов также с уче-
том предпочтений ЛПР. Обзор современ-
ного состояния человеко-машинных про-
цедур представлен в [19]. 

Особый класс методов агрегирова-
ния, развивающих штрафующе-
стимулирующие подходы, основан на 
применении метакритерия в виде расстоя-
ния (в некоторой метрике) между Парето-
оптимальными значениями критериев и 
предопределённым ЛПР значением векто-
ра критериев: метод «идеальной точки» 
[37, 46], предполагающий минимизацию 
суммы квадратов отклонений компонен-
тов вектора критериев от заданного ЛПР 
«идеального» значения вектора; выбор 
«по образцу» [24], при котором миними-
зируются нормированные отклонения от 
заданных значений критериев. 

Также развитием штрафующе-
стимулирующих подходов является ме-
такритерий в виде максимина (минимак-
са), на основе которого выбирается управ-
ление [21,22] 

[ ]uRu kKkUu ∈∈
= minmaxarg ~ . (3) 

Критерий (3) предложен в [8] и 
наиболее глубоко исследован: для управ-
лений, сформированных на основе (3) 
обоснована [32] оптимальность по Слей-
теру в случае положительных и непре-
рывных критериальных функций, а если 
получаемое решение единственно – Паре-
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то-оптимальность. Также доказано [39], 
что если частные критерии нормализова-
ны 

[ ] [ ] Kk
R

uRuR
k

k
k ∈= ,* , 

[ ]uRR kUuk ∈
= max* , (4) 

то выбранное по условию (3) управление 
для положительных и непрерывных кри-
териальных функций обеспечивает: 

[ ] [ ] KjiuRuR ji ∈= ,, , (5) 
что позволило определить условие (3) как 
принцип равной эффективности. 

Таким образом, принципы агрегиро-
вания сводят многокритериальный выбор 
к оценке результатов функционирования 
организационно-экономических систем по 
некоторому комплексному критерию (ме-
такритерию). Однако лишь в исключи-
тельных случаях для реально существую-
щих мультиагентных систем возможно 
существование такого критерия. Вторым 
недостатком такого подхода является, как 
правило, отсутствие объективной инфор-
мации о значимости частных критериев в 
организационно-экономических системах 
[51]. 

Поэтому актуальным является ана-
лиз конкретных типов систем и синтез ме-
такритерия, адекватно учитывающего их 
особенности. 

Дискретная модель оптимизации 
управления иерархическими системами 

 Непосредственное применение ме-
такритерия (3) сопряжено с рядом вычис-
лительных трудностей [7]. В случае не-
прерывных функций [ ]uRk  функционал 
(3) не является непрерывно-дифферен-
цируемым; в дискретном случае управле-
ние, удовлетворяющее (3), может быть 
найдено только численно, причём с уве-
личением количества критериев К и коли-
чества элементов множества U сложность 
решения [9], пропорциональная 

KUU ⋅+3 , резко возрастает. 
Далее формируется дискретная мо-

дель метакритерия (3), для чего на первом 
этапе определяется опорное множество 
управлений в соответствии с условиями 

(4), (5): 
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Подмножество *U  включает в себя 
крайние точки выпуклого множества Па-
рето в случае ∅≠П  согласно (4), в про-
тивном случае ∅=*U . Подмножество 

*U  включает в себя согласованные 
управления (5), поэтому ∅≠*U  даже в 
случае ∅≠П . 

На втором этапе проводится сравни-
тельный анализ управлений 

KkUuk ∈∈ ,** . Векторную характеристи-
ку перехода от управления *

nu  к управле-

нию *
mu  можно обозначить как nmS  и вы-

разить через нормализованные значения 
критериев: 
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При Snm>0 управление *
mu  является 

более предпочтительным по векторному 
критерию, чем управление *

nu , так как 
суммарный прирост эффективности пре-
вышает суммарные потери эффективности 
без учета относительной значимости кри-
териев. 

В случае неравнозначности критери-
ев, определяемой вектором коэффициен-
тов значимости K1,...,k  ,k =υ , соответ-
ствующее выражение примет вид: 

[ ] [ ]( ) Kn,muRuRS
K

k
nkmkk

nm ∈−= ∑
=

  ,
1

**υ . (7) 

Некоторый вектор управления *
mu  

комплексно оценивается суммой относи-
тельных изменений критериев системы 
при переходе к управлению *

mu  от других 
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При неравнозначности критериев 
выражение примет вид: 
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Параметр mT  является количествен-
ной характеристикой относительной 
предпочтительности управления *

mu  по 
сравнению с другими управлениями 

Kk m,k  ,u*
k ∈≠ . Поэтому параметр mT  

может использоваться в качестве ме-
такритерия выбора согласованного управ-
лении. 

На третьем этапе выбирается управ-
ление, минимизирующее максимальные 
потери агентов системы: 

[ ]uTu m

Km∈
= maxarg . (10) 

Предлагаемая многокритериальная 
модель выбора управления сводит непре-
рывную задачу (1), (6) к дискретной зада-
че размерности 2К-1. Причём, если среди 
опорных управлений *U  существует 
управление, удовлетворяющее принципу 
максимина, то метакритерий Т достигает 
максимума при этом управлении; если ни 
одно из опорных управлений не соответ-
ствует принципу максимина, в том числе 
при ∅≠П , то критерий Т минимизирует 
отклонение: 

[ ]( )uRTu kKkUu

m

KmUu ∈∈∈∈
−= minmaxmaxminarg . 

 

Модели выбора коэффициентов 
значимости 

Выбор коэффициентов значимости 
оказывает существенное влияние на ре-
зультат решения задачи (10). Информация 
о значимости критериев формируется ли-
бо путём ретроспективного анализа функ-
ционирования организационно-
экономической системы, либо на основе 
выбора новых целей системы с позиций 
сбалансированного изменения критериев 
[31]. Если в качестве критериев системы 
фигурируют прибыли агентов, то форма-
лизовать первый и второй подходы можно 
на основе баланса рентабельностей под-
разделений системы. Определим рента-
бельность в виде: 

,
)(

)(
i

j
ij

i C
uRur =

,,...,1,,...,1 KjKi ==  
где iC  – издержки i-го агента. 

Ранее широко использовался прин-
цип равных рентабельностей агентов [27-
30, 42]. Было доказано [20], что такой 
подход обеспечивает согласованное рас-
пределение дохода между агентами орга-
низационно-экономической системы. 
Формально принцип равных рентабельно-
стей для определения коэффициентов 
значимости выражается следующим соот-
ношением: 

,1==
j

i

j

i

r
r

υ
υ

,K,...,1j,K,...,1i ==  
откуда следует 

,ijji rr υυ =  .K,...,1j,K,...,1i ==  (11) 
Обеспечивая целенаправленное воз-

действие вектора коэффициентов значи-
мости на развитие организационно-
экономической системы, можно усовер-
шенствовать модель (11). Подход адапти-
рующих рентабельностей 

,ijijji rr υαυ =  KjKi ,...,1,,...,1 ==
 (12) 
позволяет обеспечить возрастание показа-
телей рентабельности последующего под-
разделения в цепи вертикально-
интегрированной системы при  

,1>ijα  KjKi ,...,1,,...,1 ==  (13) 
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или убывание этих показателей при  
,1<ijα  .,...,1,,...,1 KjKi ==  (14) 
Параметр α предлагается называть 

коэффициентом стимулирования, так как 
в соответствии с условием (12) этот пока-
затель характеризует отклонение форми-
руемого решения многокритериальной 
задачи от принципа равных рентабельно-
стей. Например, при вертикальной инте-
грации в системе «производственный сек-
тор – сектор оптовых продаж – сектор 
розничных продаж» при условии (13) ко-
эффициенты значимости из системы (12) 
будут назначаться таким способом, что 
рентабельность производственного секто-
ра будет ниже рентабельности сектора 
оптовых продаж, а рентабельность опто-
вых продаж – ниже, чем розничных. Этот 
механизм позволит повысить рентабель-
ность и соответственно прибыль рознич-
ной сети холдинга, поскольку будет сти-
мулировать такие процессы, как снижение 
издержек на реализацию, повышение про-
даж. При условии (14) объектом стимули-
рования является производственное пред-
приятие, повышение рентабельности ко-
торого обеспечивается снижением издер-
жек, внедрением новых ресурсосберега-
ющих технологий, оптимизацией планов 
производства, оптимизацией организаци-
онной структуры производственного 
предприятия. 

Моделирование многокритери-
ального управления в вертикально-
интегрированной корпоративной си-
стеме 

Далее рассматривается вертикально-
интегрированная система предприятий по 
производству и реализации оконного 
профиля ОАО «Группа компаний «СОК», 
г. Самара, структурированная по принци-
пу: «производственный сектор – сектор 
оптовых продаж – сектор розничных про-
даж». Критерии оптимальности секторов 
выражают их прибыль и имеют вид: 

,)()(max
,)()(max

),)(
)(()(max

32333333

21322322

11212

11111211

CFppQppQR
CFpQQpQQR

CFpQx
pQxpQQR

−−=
−−=

++
+−=

 

где 2,1, =kpk  – вектор внутрикорпора-
тивных цен, являющийся параметром 
управления; 3p  – цена спроса на конеч-
ную продукцию; ( )33 pQ  – функция ко-
нечного спроса; ( )32 QQ  – функция заказа 
или производного спроса, совпадающая 
для оптового и производственного секто-
ра ( ) 132 QQQ ≡  при условии отсутствия 
складских остатков; ( ) ( )1211 , QxQx  – функ-
ции спроса на производственные ресурсы: 
пластиковое сырьё и электроэнергию; 

1211 , pp  – закупочные цены сырья и элек-
троэнергии; 3,2,1, =kCFk  – вектор фикси-
рованных издержек агентов. 

Ограничения на вектор управления 
имеют вид: 
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,371679535,221501)( 333 +−= ppQ  (18) 
где 3,2,1, =krk  – коэффициенты рента-
бельности секторов в предшествующем 
периоде. Ограничения (15) выражают тре-
бование рентабельного функционирова-
ния всех секторов; функции спроса на ре-
сурсы (16), функции заказа (17) и функция 
конечного спроса (18) определены стати-
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стически по данным предшествующих пе-
риодов. 

На первом этапе определяются для 
нескольких вариантов цены спроса ( 3p
=85 руб./м – цена, сложившаяся в 2011 г., 

3'p =83,9 руб./м, 3"p =87 руб./м -
возможные изменения цены в соответ-
ствии с колебаниями спроса, имевшими 
место в 2008-2010 гг.); векторы управле-
ния 3,2,1,* =ku k , оптимальные по каждо-
му из критериев в отдельности; рассчиты-
ваются значения прибыли секторов 

( ) 3,2,1,* =kuR kk  и холдинга в целом 
( ) 3,2,1,* =Σ kuR k  при таких векторах 

управления; определяются нормирован-
ные значения прибыли секторов 

( ) 3,2,1,* =kuR kk  и коэффициенты рента-
бельности (табл. 1). 

Анализ табл. 1 показывает, что оп-
тимальные решения принимают гранич-
ные значения в соответствии с линейным 
характером изменения целевых функций 
агентов системы; общая прибыль холдин-
га не зависит от изменения выбранного 
управления; каждый сектор вертикально-
интегрированной системы достигает мак-
симума прибыли при управлении, полу-
ченном при максимизации соответствую-
щего критерия; рентабельность секторов 
снижается при переходе от управления, 
оптимального для данного сектора, к дру-
гим управлениям и возрастает с увеличе-
нием рыночной стоимости продукции. 

Второй этап заключается в выборе 
коэффициентов значимости путём варьи-
рования коэффициента стимулирования α, 
а на третьем этапе формируются опти-
мальные решения для различных значе-
ний этого коэффициента.  

 
Таблица 1. Результаты первого этапа решения многокритериальной задачи 

Параметр 

Рыночная цена продукции, руб./м 

83,90 85,00 87,00 

*
1u  *

2u  *
3u  *

1u  *
2u  *

3u  *
1u  *

2u  *
3u  

Вектор параметров управления – внутрикорпоративных цен, руб. 

( )*
1 kup  73,28 69,92 69,92 74,24 69,26 69,26 75,97 68,06 68,06 

( )*
2 kup  79,12 79,12 75,76 80,16 80,16 75,17 82,04 82,04 74,12 

Прибыль секторов и холдинга, млн. руб. 

( )*
1 kuR   113,35 50,80 50,80 141,09 49,66 49,66 189,27 47,62 47,62 

( )*
2 kuR   19,76 82,32 19,76 19,76 111,20 19,76 19,76 161,41 19,76 

( )*
3 kuR   10,70 10,70 73,25 10,70 10,70 102,13 10,70 10,70 152,34 

( )*
kuRΣ   143,81 143,81 143,81 171,55 171,55 171,55 219,73 219,73 219,73 

Нормированная прибыль секторов 

( )*
1 kuR  1,00 0,62 0,69 1,00 0,45 0,49 1,00 0,30 0,31 

( )*
2 kuR  0,17 1,00 0,27 0,14 1,00 0,19 0,10 1,00 0,13 

( )*
3 kuR  0,09 0,13 1,00 0,08 0,10 1,00 0,06 0,07 1,00 

Коэффициент рентабельности секторов 

( )*
1 kur  0,0908 0,0407 0,0407 0,1156 0,0407 0,0407 0,1617 0,0407 0,0407 

( )*
2 kur  0,0136 0,0593 0,0142 0,0136 0,0818 0,0145 0,0136 0,1235 0,0151 

( )*
3 kur  0,0069 0,0069 0,0493 0,0069 0,0069 0,0701 0,0069 0,0069 0,1084 
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Рис. 1. Значения комплексных критериев 

 
На рис. 1 показаны значения ком-

плексных критериев при различных ко-
эффициентах стимулирования. Как видно, 
при 5,00 <≤ α  цели вертикально-
интегрированной системы наилучшим об-
разом отражает управление (вектор цен), 
оптимальное по критерию производствен-
ного сектора; при 5,0=α  будет сформи-
ровано управление, оптимальное по кри-
терию сектора оптовых продаж; при 

5,0>α  – по критерию розничных про-
даж. 

Заключение 
Таким образом, предложен прибли-

жённый метод решения многокритери-
альных задач формирования управления в 
иерархических системах, имеющий сле-
дующие преимущества. 

Принцип максимина, на котором ос-
нован метод, при непосредственном при-

менении приводит к итерационной проце-
дуре, которая в случае большого количе-
ства критериев  усложняет алгоритмиза-
ции решения задачи; указанная процедура 
сводится к алгебраическому сравнению 
скалярных метакритериев Т, вычисленных 
для Парето-оптимальных управлений. 

Предложенный метакритерий имеет 
определенную экономическую интерпре-
тацию и является экономически обосно-
ванным для иерархических организацион-
но-экономических систем; этот критерий 
является комплексной количественной 
характеристикой относительной предпо-
чтительности компромиссно-
оптимального управления по сравнению с 
другими Парето-оптимальными управле-
ниями. Следовательно, метакритерий вы-
ражает цели иерархической системы бо-
лее объективно, чем принятые для подоб-
ных задач аддитивные критерии. 

Кроме того, в реальных задачах оп-
тимизации управления в организационно-
экономических системах могут возникать 
случаи, когда ни одно из найденных Па-
рето-оптимальных управлений не являет-
ся компромиссно-оптимальным с точки 
зрения принципа максимина. При этом 
практически значимым будет управление, 
наиболее близкое к компромиссно-
оптимальному по принципу максимина, и 
метакритерий является действенным ин-
струментом выбора такого управления. 
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