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Предлагается система автоматического управления формой нежёстких валов по продольному сечению 
при токарной обработке. Система предназначена для компенсации среднего смещения передней и задней бабок 
и деформации заготовки в процессе точения, а также низкочастотных неконтролируемых возмущений по жёст-
кости передней и задней бабок, базированию заготовки, износу резца путём корректировки положения резца по 
поперечной оси. 
 

Нежёсткий вал, погрешности обработки, регрессионный анализ, многомерный стохастический линей-
но-квадратичный гауссов регулятор, формирующий фильтр, оптимальное управление. 

Постановка задачи. Особенностью 
токарной обработки нежёстких валов являет-
ся их большая деформация под действием 
сил резания, что приводит к бочкообразно-
сти обработанных изделий и заставляет ухо-
дить на режимы с уменьшенными силами 
резания и, соответственно, пониженной про-
изводительностью [1]. Применение люнетов 
позволяет применять более жёсткие режимы 
резания, однако требуются большие затраты 
времени на предварительную обработку ше-
ек под люнет, переустановку люнетов, дета-
ли и т.д. Поэтому актуальной является зада-
ча создания системы управления, обеспечи-
вающей компенсацию больших деформаций 
нежёстких валов и позволяющей произво-
дить их обработку на более высоких скоро-
стях [2]. В статье производится построение 
системы управления продольным профилем 
нежёстких валов при токарной обработке в 
центрах путём отслеживания режущей кром-
кой резца деформации смещения вала в про-
цессе точения.  

Анализ погрешности обработки не-
жёстких валов. Для выявления закономер-
ностей погрешностей обработки нежёстких 
валов был проведён следующий экспери-
мент.  На токарном станке с ЧПУ 16А20  Ф3  
протачивалась группа заготовок длиной 325 
мм на диаметры 27 мм (3 шт.), 26,5 мм (2 
шт.), 24,8 мм (3 шт.) при  режимах резания: 
подача -  0,25  мм/об,  глубина резания -  0,6  
мм,  скорость резания -  46,3  м/мин.   Затем 
микрометром МКЦ 50 с точностью 0,001 мм 
с шагом 25 мм производился замер диамет-
ров получившихся в результате обработки 

деталей.  На рис.  1  приведены графики от-
клонений диаметров от номинальных значе-
ний. 

Графики показывают наличие для каж-
дой группы валов систематической состав-
ляющей погрешности диаметра вала, которая 
принимает максимальные значения 0,155; 
0,101; 0,201 мм в средней части валов. Кроме 

0,06 мм 0,155 мм 

0,101 мм 

0,025 мм 

0,201 мм 0,048 мм 

Рис. 1. Анализ погрешности формы вала для  номиналь-
ных диаметров 26,8 (вверху);25,3 (в середине); 23,6 (внизу) 
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систематической погрешности группы валов 
имеют случайный разброс величиной от  
0,025 до 0,06 мм.  

Экспериментальные образцы имели 
точки перегиба на расстоянии 25-30 мм от 
левого и 50-75 мм от правого края заготовки, 
что не позволило описать погрешность клас-
сической моделью деформации нежёсткого 
вала [1,3] и систематическая погрешность 

была описана полиноминальным регресси-
онным уравнением [4] 

5
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(1) 

где x- координата анализируемой точки по 
длине вала. 

Полученные оценки коэффициентов 
моделей, показателей адекватностей и оши-
бок прогноза приведены в табл. 1. 

 
Таблица 1. Сводные данные по регрессионному анализу 
Группа № b0 b1 b2 b3 b4 b5 R2 Fрасч Fтабл 2sост 

1 0,071 -0,000132 2,379·10-5 -2,09·10-7 6,42·10-10 -6,6·10-13 0,853 19,21 1,5 0,02 
2 -0,0019 0,00039 1,96·10-5 -1,98·10-7 6,47·10-10 -7,07·10-13 0,95 50,26 1,61 0,0094 
3 0,064 0,0016 2,34·10-6 -7,34·10-8 2,17·10-10 -1,73·10-13 0,95 19,21 1,5 0,019 
 

Регрессионные уравнения имеют вид 
)( i

i xu =  

1d
)

= 0,071 -0,00013u1+2,38 10-5u2 -2,09 10-7u3 + 
+ 6,42 10-10 u4 - 6,61 10-13 u5,  

2d
)

= -0,0019 + 0,00039u1 + 1,96 10-5u2 - 
-1,98 10-7u3 + 6,5 10-10 u4 - 7,1 10-13 u5,  

3d
)

= 0,064 + 0,0016u1 + 2,34 10-6u2 -  
-7,34 10-8u3 + 2,2 10-10 u4 - 1,73 10-13 u5.  

Экспериментальные и рассчитанные по 
моделям погрешности обработки приведены 
на рис. 2. Анализ графиков и показатели аде-
кватности подтверждают, что построенные 
модели с достаточной для практики точно-
стью описывают систематические погрешно-
сти обработки групп валов. Анализ разброса 
экспериментальных диаметров вокруг сис-
тематических составляющих показывает, что 
существуют пять участков, на которых слу-
чайные составляющие имеют максимальные 
значения: это правый и левый края, середина 
вала и точки перегиба (выделенные зоны на 
рис. 2.). Это позволяет сделать вывод: если 
обеспечить отработку систематических по-
грешностей и добиться допустимых значе-
ний погрешностей обработки в этих пяти 
точках, то весь вал будет иметь требуемую 
точность обработки. Данное положение по-
ложено в основу построения системы управ-
ления с распределённым по длине вала 
управляемым параметром. 

Сделаем допущение, что случайные со-
ставляющие имеют низкочастотный спектр 
при переходе последовательно от детали к 
детали. Это позволяет  предложить струк-

турную схему системы управления, обеспе-
чивающую отработку данных погрешностей 
в процессе токарной обработки. После по-
строения системы проведём проверку данно-
го допущения путём анализа точности рабо-

Рис. 2. Экспериментальные и рассчитанные по 
модели деформации валов: 
•  -  экспериментальные данные,     ×    -  аппрок-
симация по модели 
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ты системы методом математического моде-
лирования. 

Выбор структуры системы управ-
ления. На рис. 3 приведена функциональная 
схема системы управления продольным 

профилем нежёсткого вала в процессе то-
карной обработки, позволяющая путём от-
слеживания режущей кромкой резца дефор-
мации заготовки производить обработку при 
повышенных значениях силы резания.

Дy 

Рег2 
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Дd 

1 2 
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Рег1 

Дx 

ВУ1 

y(x) 

yпр(x) 

yзад(x) 

yтек(x) 

Дв Ред 

АУ 
y1-5  

Рис. 3. Функциональная схема системы управления продольным профилем нежёсткого вала в процессе токарной 
обработки: 1 – передняя бабка, 2 – задняя бабка, 3 – суппорт, 4 – режущий инструмент, 5 – заготовка, МФП – 

многоступенчатый фрикционный привод, ВУ1 - вычислительное устройство,  ЛКГ – ЛКГ-регулятор, Рег – ПИД-
регулятор,  Дd – устройство для измерения геометрической формы валов, Дx – датчик положения режущей кромки 

по оси x, Дy – датчик положения режущей кромки по оси y

Система управления является комби-
нированной каскадной. Она включает пря-
мой канал управления для компенсации сис-
тематической ошибки и контур обратной 
связи для отработки случайной составляю-
щей ошибки путём дополнительной коррек-
тировки положения режущей кромки резца 
по поперечной оси. 

Вычислительное устройство ВУ1 для 
каждого положения резца по продольной 
оси, измеряемого датчиком Дx, по построен-
ной математической модели систематиче-
ской ошибки определяет траекторию движе-
ния режущей кромки резца по продольной 
оси  yпр(t) и выдает её в виде задания системе 
управления положением резца по попереч-
ной подаче, являющейся внутренним конту-
ром каскадной системы. Объектом управле-
ния внутреннего контура является система 
привода поперечной подачи и процесс реза-
ния (формирующий момент сопротивления 
данному приводу). 

Пятиканальный регулятор  Рег1 по ре-
зультатам измерения датчиком Дd диаметра 
обработанных деталей в выбранных пяти 
точках определяет управляющее воздействие 
в виде корректировок координат положения 
режущей кромки в каждой из этих точек.   
Аппроксимирующее устройство (АУ) преоб-

разует дискретную траекторию в непрерыв-
ную и выдает её в виде поправки y(t) к 
управляющему воздействию прямого канала 
управления yпр(t). Объектом управления 
внешнего контура является система управ-
ления положением режущей кромки резца по 
поперечной оси; процесс резания; процесс 
измерения диаметров в заданных пяти точ-
ках группы обработанных деталей, вносящих 
во внешний контур обратной связи транс-
портное запаздывание. Величина запаздыва-
ния зависит от количества обработанных  
деталей до получения результатов измере-
ний, т.е. зависит от используемых техниче-
ских средств и организации процесса кон-
троля. Таким образом формируется заданная 
траектория движения режущей кромки резца 
по поперечной оси в процессе точения yзад(t), 
обеспечивающая отработку систематической 
и части случайной составляющей погрешно-
стей обработки нежёстких валов. 

Данная схема только показывает прин-
цип работы системы и не предназначена для 
анализа динамики системы. Это связано с 
тем, что внешний и внутренний контуры ра-
ботают в  различных временных масштабах. 
Внешний контур является дискретным. Цикл 
расчёта управляющего воздействия внешне-
го контура производится  после ввода дан-



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета,  №3(34), 2012 
 

324 

ных измерения диаметра в контролируемых 
точках очередной детали. Внутренний кон-
тур работает непрерывно в процессе обра-
ботки очередной детали. При этом система 
управления положением режущей кромки по 
поперечной оси отрабатывает последнее 
управляющее воздействие внешнего конту-
ра.  

Построение математической модели 
объекта управления по управляющему 
воздействию. Для удобства анализа за пери-
од дискретизации принята продолжитель-
ность обработки одной детали tобр = 6 мин. 
Тогда период дискретизации  в относитель-
ных единицах равен DT=1, а параметры по 
переходам системы внешнего контура (диа-
метр обработанных деталей, значения управ-
ляющих  воздействий) можно рассматривать 
как последовательные значения временных 
рядов с относительным шагом,  равным еди-
нице. Корреляционные функции также будут 
иметь сдвиг в относительных единицах вре-

мени, а спектральная плотность  будет иметь 
относительную частоту и измеряться в коли-
честве колебаний на период дискретизации 
(f/DT). 

Для управления продольным профилем 
нежёсткого вала используются 5  базовых 
точек по длине вала, в которых возможны 
наибольшие отклонения диаметров от задан-
ных значений. Транспортное запаздывание z 
в зависимости от используемого оборудова-
ния и организации процесса контроля при-
мем от 1  до 4  деталей.  На начальном этапе 
синтеза примем z = 4, а затем исследуем по-
вышение эффективности управления при за-
паздывании z=3, z =2, z =1,  что может быть 
обеспечено лучшей организацией процесса 
измерения обработанных изделий. Тогда 
структурная схема объекта управления про-
дольным профилем по значениям диаметров 
в пяти точках деталей имеет вид, показанный 
на рис. 4. 

 
Рис. 4. Структурная схема модели объекта управления

На схеме обозначено: z-1 – звено транс-
портного запаздывания на 1 шаг, равный 
продолжительности обработки одной детали; 
ki=2,  i  =1,5 – коэффициент передачи пере-
мещения режущей кромки резца по попереч-
ной оси на диаметр обработанного вала; 

)(20...1 kx  – переменные состояния, необходи-
мые для описания транспортного запаздыва-

ния стадии измерения диаметров обработан-
ных валов; )(1 ky  – )(5 ky  – выходные пере-
менные – измеренные на k-м шаге диаметры 
очередного обработанного вала; )()( 51 kuku -  
– управляющие воздействия – рассчитанные 
значения положения режущей кромки инст-
румента в используемых для управления 
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точках по длине заготовки; )()( 51 knkn -  – 
сигналы шума измерения. 

На основании построенной структур-
ной схемы модель объекта управления по 
управляющему воздействию является дис-
кретной и имеет вид  
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В пространстве состояния модель объ-
екта управления будет иметь вид [5-12] 

( 1) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

x k Ax k Bu k
y k Cx k Du k f k n k

+ = +
= + + +

 

где  x – вектор параметров состояния размер-
ностью n=20; u – вектор управляющих воздей-
ствий размерностью r=5 (u1-u5); y –  вектор 
управляемых переменных размерностью m=5 
(y1-y5);  f – вектор возмущающих воздействий 
размерностью m=5;  n – вектор белого шума 
ошибки измерения управляемых переменных. 

Матрицы состояния А20х20, управления 
B20x5, выхода С5х20, проходная D5x5   получают-
ся из уравнений (2) и ввиду их громоздкости 
не приводятся. 

Для построения пятиканального регу-
лятора была использована хорошо известная 
процедура синтеза дискретного линейно-
квадратичного стохастического регулятора 
выхода [5-12]. Во-первых, это обеспечивает 
синтез многоканального регулятора, во-
вторых, получается оптимальный с точки 
зрения отработки статистических возмуще-
ний с заданными характеристиками регуля-
тор.  

Построение математической модели 
возмущающих воздействий на продольный 
профиль вала. Для построения формирую-
щих фильтров возмущающих воздействий по-
лучены теоретические оценки спектральных 
плотностей возмущений при изменении тем-
пературы элементов станка, износе инстру-
мента и ошибки измерения диаметра обрабо-
танных деталей. 

Оценка частотного диапазона возму-
щающего воздействия при прогреве элемен-
тов механической системы станка проведена 
при  следующих исходных данных: разогрев 
станка идет по линейному закону; продол-
жительность разогрева оборудования приня-
та tразог = 60 минут, что составляет N = 10 ша-
гов дискретности; максимальная темпера-
турная погрешность при разогреве, даваемая 
всеми элементами станка, δmax = 0,004мм. 
Скорость роста ошибки за счёт повышения 
температуры v = 0,0004 мм/DТ. 

Для перехода в частотную область ап-
проксимируем линейную зависимость сину-
соидальной )sin()( tAt темтем ××= wd .  

Тогда скорость изменения 
)cos()( tAt темтемтем ×××= wwd& , максимальная ско-

рость Atтем ×= dwd max)(& . Ограничим линейную 
зону Aлин ×= 8,0d , тогда max25,1 d×=A . 

Отсюда круговая частота основной 
гармоники возмущающего воздействия 

Традt
тем D=

×
== /08,0

004,025,1
0004,0

25,1
)(

max

max

d
d

w
&

,  

частота  ./012,0
2
08,0 Тколfтем D==
p

 

Для учёта возможных высокочастот-
ных изменений температуры частотная об-
ласть при анализе расширена 

./024,0 Тколfтем D£  
Аналогично для линейной модели из-

носа режущей кромки резца при исходных 
данных: период работы инструмента принят 
tрез = 30 мин, то есть 5 периодов дискретиза-
ции; максимально допустимое скалывание 
режущей кромки δрmax = 0,002 мм, что по 
диаметру составляет 0,004 мм, получена 
верхняя граница частоты возмущения по 
причине износа резца ./025,0 Тколf D£d   

Ошибка измерения диаметра представ-
лена случайным процессом типа белый шум 
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с дисперсией,  определяемой классом точно-
сти прибора. При ошибке прибора, взятой с 
95-процентной доверительной вероятностью  
δ = 0,001 мм, дисперсия белого шума будет 
равна  δ = 0,25 × 10-6 мм2. При анализе систе-
мы дисперсия белого шума повышена вслед-
ствие возможности наличия других возму-
щающих воздействий с характеристиками 
типа белый шум.  

На основании полученных данных 
примем показанный на рис. 5 вид графика 
спектральной плотности. Спектральная 
плотность включает полученные диапазоны 
частот, а также белый шум, учитывающий 
ошибку измерения диаметра и другие воз-
можные возмущения. Вид спектральной 
плотности в области низких частот  на дан-
ном этапе не играет большой роли,  т.к.  эф-
фективность системы управления с обратной 
связью при любом виде спектральной плот-
ности возмущения имеет максимальную эф-
фективность в области низких частот. Кроме 
того, эффективность системы управления 
обычно оценивается относительным сниже-
нием дисперсии выходной переменной при 
замыкании системы управления. 

 
Рис. 5. График спектральной плотности возмущаю-

щего воздействия, рассчитанный аналитически 
 

Математическая модель формирующе-
го фильтра получена на основании извест-
ных методик [13-15] путём аппроксимации 
спектральной плотности дробно-рацио-
нальной функцией с чётными степенями  
частоты с дальнейшей факторизацией полу-
ченной аппроксимации. Полученная модель 
фильтра уточнялась путём минимизации 
суммы квадратов отклонений расчётной 
спектральной плотности от эксперименталь-
ной путём решения задачи нелинейного про-

граммирования. Получена модель форми-
рующего фильтра:  

2

3 2

0.001 0.0006 0.0004( ) .
2.024 1.08 0.0561фф

z zW z
z z z

- -
=

- + -  Корни характеристического уравнения 
находятся в пределах единичного круга: 
0.9969, 0.9692, 0.0580, что говорит об устой-
чивости формирующего фильтра. 

Модель расширенного объекта управ-
ления получена путём включения модели 
формирующего фильтра в математическую 
модель исходного объекта управления:  

),()()()(
),()()1(

knkDukCxky
kBukAxkx
++=

+=+
 

где  x – вектор параметров состояния размер-
ностью n=40; u – вектор входных воздейст-
вий, включающий управляющие воздействия 
размерностью; r=5  (u1-u5) - случайный про-
цесс типа белый шум размерностью f=5 для 
формирования возмущающих воздействий; y 
– вектор управляемых переменных размерно-
стью m=5 (y1-y5); n – белый шум размерностью 
f=5 ошибки измерения управляемых перемен-
ных. 

Матрицы состояния А40х40, управления 
B40x5, выхода С5х40, проходная D5x5   ввиду их 
громоздкости не приводятся. 

Синтез многомерного стохастическо-
го линейно-квадратичного гауссова регу-
лятора.  

Линейно-квадратичный стохастический 
регулятор включает две составляющие [5-
12]:  

- оптимальный фильтр, вычисляющий 
оценку состояния объекта управления в виде 
условного среднего при заданных значениях 
управляющих воздействий и наблюдений 
выходного сигнала; 

- оптимальный детерминированный ре-
гулятор, определяющий линейную обратную 
связь относительно оцениваемого состояния 
объекта. 

В качестве критерия оптимальности 
используется среднее значение квадратично-
го функционала   

1 2
1

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]
N

T T

k
J u E y k R y k u k R u k

=

= +å ,   (3) 

где R1- диагональная матрица размерности 
m´m весовых коэффициентов вклада коор-
динат выхода управления в минимизируе-
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мую квадратичную ошибку системы; R2 -  
диагональная матрица размерности r´ r ве-
совых коэффициентов мощности управляю-
щих воздействий, rii> 0, rij =0 при i ¹ j. 

Данный функционал является обоб-
щённым критерием, объединяющим квадра-
тичную интегральную ошибку (первый эле-
мент) и расход энергии на управление (вто-
рой элемент). Выбор соотношений матриц 
весовых коэффициентов 1 2R и R  обеспечива-
ет получение минимально возможной ошиб-
ки для заданных координат при допустимых  
диапазонах изменения управляющих воздей-
ствий.  

Синтез ЛКГ-регулятора и наблюдателя 
проведён в системе MatLab. С помощью 
функции lqry получена матрица регулятора, 
а с помощью функции kalman  -  модель на-
блюдающего устройства на основе фильтра 
Калмана, обеспечивающая фильтрацию из-
меряемых параметров пространства состоя-
ний объекта как условных средних при за-
данных значениях управляющих воздейст-
вий и выходных переменных.  

Формирование многомерного регуля-
тора (MIMO регулятора) произведено путём 
объединения фильтра Калмана и регулятора. 
Структурная схема полученного многомер-
ного регулятора приведена на рис. 6. 

Рис.6. Структурная схема многомерной системы 
управления 

Анализ эффективности построенного 
регулятора продольного профиля. Анализ 
эффективности построенного регулятора 
проведен методом математического модели-
рования работы системы в MatLab при пода-

че возмущающих воздействий с полученны-
ми характеристиками.  

На рис. 7 приведены результаты моде-
лирования в виде графиков случайной со-
ставляющей погрешности обработки вала 
для разомкнутой и замкнутой систем для од-
ной из исследуемых точек по длине вала при 
различных значениях транспортного запаз-
дывания z = 4, 3, 2, 1.  

Для оценки эффективности работы 
системы использовался коэффициент эффек-
тивности, показывающий во сколько раз 
дисперсия разомкнутой системы при дейст-
вии возмущения больше дисперсии замкну-

той системы: 2

2

з

р
эф s

s
k = , 2

рs , 2
зуs  – дисперсии 

регулируемой переменной для разомкнутой 
и замкнутой систем, соответственно. 

В табл. 2 приведены показатели эффек-
тивности системы для различных транспорт-
ных запаздываний. Из графиков рис. 7 и 
табл. 2 видно, что при уменьшении величи-
ны запаздывания с 4 до 1 происходит суще-
ственное увеличение эффективности работы 
регулятора. 

Рис.  7. Временные ряды выходного сигнала при замк-
нутой и разомкнутой системах для разных запазды-
ваний 
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Таблица 2. Значения дисперсий и коэффициента 
эффективности при разомкнутой и замкнутой сис-

темах 

z s2
р s2

з kэфф 
1 0,0013 0,00013 10,02 
2 0,0013 0,00031 4,23 
3 0,0013 0,00047 2,84 
4 0,0013 0,00059 2,25 

 
Полученный диапазон изменения 

управляющих воздействий по положению 
резца по поперечной оси является допусти-
мым для технологического процесса и пока-
зывает правильность выбора матриц R1, R2. 

 
Выводы 
1. Показаны актуальность и возмож-

ность создания системы управления профилем 
нежёстких валов в процессе токарной обра-
ботки, позволяющей повысить производи-
тельность их обработки. 

2. Предложены структурная схема, ма-
тематическая модель объекта управления и 
возмущающих воздействий, алгоритм управ-
ления комбинированной каскадной системы 
управления, обеспечивающей компенсацию 
систематической и низкочастотной случай-
ной погрешности токарной обработки нежё-
стких валов путём корректировки положения 
резца по поперечной оси. 

3.  На основе методики построения 
стохастического линейно-квадратичного ре-
гулятора создан многоканальный регулятор с 
дальнейшей аппроксимацией управляющих 
воздействий, что позволило по измерениям 
диаметров обработанных валов в пяти базо-
вых точках управлять профилем нежёсткого 
вала по всей его длине.  

4.  Методом компьютерного моделиро-
вания показана эффективность разработан-
ной системы управления.  
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THE AUTOMATED CONTROL SYSTEM 
OF FORM OF NONRIGID SHAFTS IN LATHING 

ã 2012   A. U. Nabilkin, S. A. Kravchenko, V. P. Birukov 
Balakovo Institute of Technique, Technology and Management 

(branch of Saratov State Technical University named after Yu.A. Gagarin) 
The system of automatic control of nonrigid shafts form in longitudinal section in lathing offered in the article. 

The system is intended for compensation workpiece's deformation in lathing and compensation shifting motions of a 
head stock and a poppet by reason of limited rigidity, and also low-frequency uncontrollable perturbation actions in 
instability of rigidity of a head stock and a poppet, basing of a workpiece, wear of a cutting tool by correction of posi-
tion of a cutting tool in Y-dimension. 

 
Nonrigid shaft, working error, regression analysis, LQG compensator, generating filter, self-optimizing control. 
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