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Статья посвящена рассмотрению способов математического описания процессов в междроссель-

ных камерах и ёмкостях с рабочей средой, которое используется при моделировании работы гидро- и 
пневмосистем.  

Рассмотрен общий подход к разработке математических моделей гидро- и пневмосистем, а также 
приведены этапы составления моделей. 

Представлена обобщённая математическая модель теплоизолированной полости переменного объ-
ёма. Приведён вывод общепринятых математических моделей указанной полости на основе обобщённой 
модели. Проанализированы допущения, принимаемые при существующих способах описания процессов 
в камерах и ёмкостях гидро- и пневмосистем. Показаны недостатки существующих способов описания. 

Предложен подход к формированию математического описания, имеющего универсальный харак-
тер и более полно отражающего исследуемые процессы. Предлагаемый способ описания базируется на 
законах сохранения термодинамики тела переменной массы. Специальная запись термического и кало-
рического уравнений в модели состояния делают её универсальной, не зависящей от вида рабочей среды. 
При составлении цифровых моделей полостей могут использоваться как различные уравнения состояния 
рабочих сред, так и табличные справочные данные.  

В качестве примера представлены расчётные схемы и математические модели теплоизолирован-
ных полостей переменного и постоянного объёмов. Представлена цифровая модель и приведены резуль-
таты моделирования работы гидро- и пневмопривода, проведённого с использованием предлагаемого 
способа. Цифровая модель реализована в отечественном программном комплексе «Моделирование в 
технических устройствах». 

 
Междроссельная камера, ёмкость, моделирование, математическая модель, гидросистема, 

пневмосистема. 
 
Гидравлические и пневматические 

системы находят широкое применение в 
ракетно-космической, авиационной и в 
других областях техники. К подобным си-
стемам можно отнести системы газоснаб-
жения ракетно-космических комплексов, 
гидро- и пневмосистемы ракет-носителей 
и самолётов. 

При проектировании и отработке 
гидро- и пневмосистем в большинстве 
случаев применяется численный экспери-
мент на основе математической цифровой 
модели. Разработка математических мо-
делей как гидро-, так и пневмосистем ве-
дётся на основе единого подхода, суть ко-
торого можно отразить с помощью блок-
схемы, представленной на рис. 1.  

На первом этапе после анализа 
принципа действия системы проводится 
операция декомпозиции, заключающаяся 
в условном разбиении системы на взаимо-

связанные подсистемы различной физиче-
ской природы. Среди указанных подси-
стем присутствуют: 

− механическая, к которой отно-
сятся процессы движения рабочих орга-
нов системы и связанных с ними деталей; 

− тепловая, к которой относятся 
процессы теплопередачи между рабочей 
средой, деталями системы и окружающей 
средой; 

− гидродинамическая, к которой 
относятся процессы течения рабочих сред 
через каналы системы;  

− электромагнитная, к которой от-
носятся процессы преобразования элек-
трической энергии в магнитную; 

− гидравлическая или термодина-
мическая, к которой относятся процессы 
изменения параметров рабочих сред в 
междроссельных камерах или ёмкостях. 
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На втором этапе проводится форма-
лизация процессов, происходящих в каж-
дой из подсистем. На заключительном 
этапе проводится композиция разработан-
ных моделей подсистем с учётом их взаи-
мосвязей. Результатом является матема-
тическая модель системы. 

Остановимся более подробно на 
подсистеме, которая обозначена на рис. 1 
как «Гидравлическая или термодинамиче-
ская». Двойное название подсистемы обу-
словлено тем, что в литературе оно обыч-
но зависит от вида рабочей среды. Если 
рабочей средой является жидкость, то 
подсистема называется гидравлической, а 
если газ – термодинамической. Междрос-
сельные камеры и ёмкости, процессы в 
которых описывает рассматриваемая под-
система, будем называть единым терми-
ном «полость», под которым будем пони-
мать объём с рабочей средой, для которо-
го характерны следующие особенности: 
объём образован и ограничен поверхно-
стями деталей системы; объём полностью 
заполнен рабочей средой; скорость дви-
жения рабочей среды в объёме мала по 
сравнению со скоростью течения в подво-
дящих и отводящих каналах; в каждой 
точке объёма термические и калорические 
параметры рабочей среды можно считать 
одинаковыми. 

 

 
 

Рис. 1. Принцип построения математической  
модели гидро- или пневмосистемы 

К полостям можно отнести: рабочие 
полости объёмных гидро- и пневмомашин 
(например, насосов, моторов, компрессо-
ров); междроссельные камеры регулиру-
ющих и распределительных устройств 
(например, редукторов давления, регуля-
торов расхода, золотниковых распредели-
телей, клапанов); рабочие полости гидро- 
и пневмоцилиндров; рабочие полости 
гидравлических и пневматических акку-
муляторов; внутренние полости газовых 
баллонов. 

Рассмотрим способы описания по-
лостей с рабочей средой. В качестве при-
мера возьмём рабочую полость гидро- или 
пневмопривода одностороннего действия, 
расчётная схема которого приведена на 
рис. 2. Для упрощения будем считать, что 
полость теплоизолирована и не обменива-
ется теплотой с ограничивающими стен-
ками. Управление приводом осуществля-
ется путём изменения давления рабочей 
среды в полости. Рабочая среда поступает 
в полость через регулируемый дроссель с 
массовым расходом Gвх от источника с 
постоянными параметрами. Из полости 
рабочая среда через нерегулируемый 
дроссель уходит в дренаж с массовым 
расходом Gвых. Полость связана с одной 
механической подсистемой, представля-
ющей собой поршень с рабочей площа-
дью S, нагруженный позиционной (пру-
жиной) и инерционной нагрузками. Со-
стояние рабочей среды в полости полно-
стью характеризуется тремя параметра-
ми – абсолютным давлением p, термоди-
намической температурой T и объёмом 
полости W. Остальные параметры явля-
ются их функциями. 

Согласно основам термодинамики 
тела переменной массы [1] для рабочей 
среды в рассматриваемой полости можно 
записать следующую систему дифферен-
циально-алгебраических уравнений:  

 

VSpGhGh
dt

dU
⋅⋅−⋅−⋅= выхвхист ,          (1) 

 

выхвх GG
dt

dM
−= ,            (2) 
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( ) 0Ф1 =p,T,u ,            (3) 
 

( ) 0Ф2 =p,T,ρ ,            (4) 
 

где U, M – внутренняя энергия и масса ра-
бочей среды в полости; t – время;  hист, h – 
удельная энтальпия рабочей среды в ис-
точнике и рабочей полости; Gвх, Gвых – 
массовый расход рабочей среды из источ-
ника в рабочую полость и из рабочей по-
лости в дренаж соответственно; p – абсо-
лютное давление рабочей среды в поло-
сти; S – эффективная площадь поршня;    
V – скорость поршня; T – термодинамиче-
ская температура рабочей среды в поло-
сти; u – удельная внутренняя энергия ра-

бочей среды в полости; ρ – плотность ра-
бочей среды в полости; Ф1, Ф2 – функции. 

Уравнения (1) и (2) отражают соот-
ветственно законы сохранения энергии и 
массы рабочей среды в полости. Уравне-
ния (3), (4) являются соответственно ка-
лорическим и термическим уравнениями 
состояния.  

Система уравнений (1) – (4) является 
обобщённой моделью рассматриваемой 
полости вне зависимости от вида рабочей 
среды. В настоящее время на практике 
стремятся провести преобразование си-
стемы уравнений таким образом, чтобы 
получить замкнутую систему из двух 
дифференциальных уравнений, записан-
ных для какой-либо пары термических 
параметров (p, T; p, ρ; ρ, T). 

 

 
 
 

Рис. 2. Расчётная схема привода одностороннего действия: 
pист, pдр, p – абсолютное давление рабочей среды в источнике, в дренажной и рабочей полостях  
соответственно; Tист, Tдр, T – термодинамическая температура рабочей среды в источнике,  

в дренажной и рабочей полостях соответственно; hист, h – удельная энтальпия рабочей среды  
в источнике и рабочей полости; Wист, Wдр ,W – объём, занимаемый рабочей средой в источнике,  
в дренажной и рабочей полостях соответственно;Gвх, Gвых – массовый расход рабочей среды  

из источника в рабочую полость и из рабочей полости в дренаж соответственно;  
μвх, fвх – коэффициент расхода и площадь проходного сечения регулируемого дросселя;  

μвых, dвых – коэффициент расхода и диаметр  проходного сечения нерегулируемого дросселя;  
S – эффективная площадь поршня; x, V – перемещение и скорость поршня;  

Mнагр – масса, характеризующая инерционную нагрузку 
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Для полости с жидкостью преобра-
зование проводится на основе только двух 
уравнений – закона сохранения массы (2) 
и термического уравнения состояния (4), 
записанного в виде связи давления и 
плотности через модуль объёмной упру-
гости [2, 3]. Модуль объёмной упругости 
при этом является функцией давления, 
температуры и вида процесса. Преобразо-
вание проводится в следующей последо-
вательности: 

−  записывается дифференциальное 
уравнение для массы как функции объёма 
полости и плотности, а затем обе части 
уравнения делятся на приращение време-
ни 
 

dtdρWdtdWρdtdM ⋅+⋅= ;          (5) 
 

−  записывается уравнение состояния 
в форме 

 

dp
E
ρdρ ⋅= ,             (6) 

 
где Е – модуль объёмной упругости; 

−  записывается зависимость, связы-
вающая мгновенное изменение объёма с 
параметрами связанной механической 
подсистемы 

 
VSdtdW ⋅= ;            (7) 

 
−  зависимости (6), (7) подставляются 

в (5) 
 

dtdp
E
WρVSρdtdM ⋅⋅+⋅⋅= ;          (8) 

 
−  приравниваются правые части 

уравнений (2) и (8), производится деление 
на плотность (которая в качестве допуще-
ния считается одинаковой как в источни-
ке, так и в рабочей полости) и выводится 
дифференциальное уравнение для давле-
ния 

 

( )VSQQ
W
Edtdp ⋅−−⋅= выхвх ,          (9) 

где Qвх, Qвых – объёмный расход рабочей 
среды из источника в рабочую полость и 
из рабочей полости в дренаж соответ-
ственно. 

Полученное указанным способом 
уравнение (9) является математической 
моделью полости с жидкостью. 

Для полости с газом преобразование 
исходной системы уравнений проводится 
на основе выбранного термического урав-
нения состояния. При этом калорическое 
уравнение состояния выводится на основе 
термического. Преобразование проводит-
ся в следующей последовательности (рас-
смотрен случай идеального газа): 

−  записывается уравнение внутрен-
ней энергии как функции объёма полости 
и пары термических параметров, для ко-
торых требуется вывести дифференциаль-
ные уравнения (в данном случае выбраны 
давление и плотность) 

 

11
1

−
⋅

=⋅⋅
−

⋅=⋅⋅=⋅=
k

WpWρ
kρ

pWρuMuU , 

(10) 
 
где k – показатель адиабаты; 

−  полученное уравнение внутренней 
энергии переписывается в дифференци-
альной форме 

 

1 1

U U UdU dρ dp dW
ρ p W

W pdp dW
k k

∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ =
∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅
− −

;      (11) 

 
−  правая часть уравнения (11) под-

ставляется в уравнение закона сохранения 
энергии (1); полученное выражение пре-
образуется и записывается относительно 
изменения давления во времени 

 





 ⋅⋅⋅

−
−⋅−⋅⋅

−
= VSp

k
kGhGh

W
kdtdp

1
1

выхвхвх ;

(12) 
 

−  записывается уравнение массы как 
функции объёма полости и плотности в 
дифференциальной форме 
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dρWdWρdρ
ρ

MdW
W
MdM ⋅+⋅=⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

= ; 

(13) 
 

−  правая часть уравнения (13) под-
ставляется в уравнение закона сохранения 
массы (2); полученное выражение преоб-
разуется и записывается относительно из-
менения плотности во времени 

 

( )VSρGG
W

dtdρ ⋅⋅−−⋅= выхвх
1 .           (14) 

 
Полученная указанным способом 

система уравнений (12), (14) является ма-
тематической моделью полости с газом. 

Рассмотренные способы математи-
ческого описания полостей имеют следу-
ющие недостатки. 

Для гидравлических систем отказ от 
уравнения сохранения энергии приводит к 
тому, что становится невозможным учи-
тывать тепломообменные процессы, а 
температуру рабочей среды приходится 
задавать и считать постоянной в процессе 
работы системы. Это может привести, 
например, к некорректному определению 
расхода рабочей среды через каналы вви-
ду фактического температурного измене-
ния свойств рабочей среды. Кроме того, 
невозможность учёта теплообменных 
процессов и изменения температуры сов-
местно с принятым способом учёта сжи-
маемости жидкости (через модуль упру-
гости по выражению (6)) позволяет кор-
ректно рассчитывать только изотермиче-
ские процессы в полости. Корректный 
расчёт адиабатных процессов требует 
учёта изменения температуры для пра-
вильного определения модуля упругости. 
Для других видов процессов в полости 
расчёт невозможен ввиду отсутствия в ли-
тературе данных о значениях модуля 
упругости для этих процессов. 

Для пневматических систем суще-
ствующий способ предполагает жёсткую 
привязку к принятому термическому 
уравнению состояния, каждое из которых 
справедливо только в определённом диа-
пазоне давления и температуры. Немало-

важным является и тот факт, что провести 
требуемое преобразование исходной си-
стемы уравнений удаётся только для 
ограниченного ряда термических уравне-
ний состояния, т.к. наиболее точные из 
них являются достаточно сложными. 

Существующие способы описания 
полостей с рабочей средой как для гидро-, 
так и для пневмосистем были разработаны 
много лет назад и формировались с учё-
том уровня развития методов расчёта и 
возможностей вычислительной техники. 
Современный уровень развития методов 
расчёта, вычислительной техники и про-
граммного обеспечения позволяет не про-
водить сложных преобразований исход-
ной системы уравнений и отказаться от 
допущений, ограничивающих область 
применения существующего подхода к 
анализу переходных процессов в гидро- и 
пневмосистемах.  

Для описания полостей с рабочей 
средой предлагается использовать исход-
ную систему уравнений, в которой кало-
рическое и термическое уравнения состо-
яния записывать в следующем виде: 

 
( ) 0,расч =− Tpuu ,          (15) 
( ) 0,расч =− Tpρρ .          (16) 

 
Каждое из уравнений состояния (15), 

(16) записано как разность двух членов. 
Первый из них представляет собой рас-
чётное значение удельной внутренней 
энергии uрасч или плотности ρрасч, полу-
ченное при решении системы дифферен-
циальных уравнений (1),(2). Второй член 
представляет собой зависимость, связы-
вающую удельную внутреннюю энергию 
или плотность с абсолютным давлением и 
термодинамической температурой. Ука-
занные зависимости могут быть заданы 
как аналитически, так и таблично, что 
позволяет использовать при расчёте как 
различные уравнения состояния, так и 
табличные справочные данные. 

В соответствии с принятым спосо-
бом разработан ряд математических и 
цифровых моделей для некоторых типов 
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полостей. Это полость переменного объё-
ма с теплоизоляцией и без неё, полость 
постоянного объёма с теплоизоляцией и 
без неё, полость бесконечного объёма. 

На рис. 3 приведена расчётная схема 
теплоизолированной полости переменно-
го объёма. 

 

 
 

Рис. 3. Расчетная схема теплоизолированной полости переменного объема 
 

Её математическая модель имеет 
вид: 
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Здесь U – внутренняя энергия рабо-
чей среды в полости; t – время; ΔHвх – 
мгновенный суммарный приход энергии в 
полость; p – абсолютное давление рабочей 
среды в полости; W0 – объём полости при 
нулевых перемещениях связанных с ней 
механических подсистем; ΔW – прираще-
ние объёма полости, обусловленное пере-
мещением связанных механических под-
систем; M – масса рабочей среды в поло-
сти; GΣвых – мгновенный суммарный отток 
массы рабочей среды из полости; L∆  – 
мгновенное суммарное приращение рабо-
ты рабочей среды по перемещению свя-
занных механических подсистем; GΣвх – 
мгновенный суммарный приток массы ра-
бочей среды в полость; u – удельная внут-
ренняя энергия рабочей среды в полости; 
ρ – плотность рабочей среды в полости;   
f1 – функция, определяющая зависимость 
удельной внутренней энергии рабочей 
среды от его абсолютного давления и 
термодинамической температуры; f2 – 
функция, определяющая зависимость 
плотности рабочей среды от его абсолют-
ного давления и термодинамической тем-
пературы; T – термодинамическая темпе-

101 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета               № 3(45) 2014 г. 

ратура рабочей среды в полости; 
w
jS  – 

площадь, определяющая изменение объё-
ма полости при перемещении j-й (j = 
1,…,k) связанной механической подси-
стемы; xj – перемещение j-й связанной 
механической системы; p

jS  – площадь, 
определяющая силовое воздействие рабо-
чей среды в полости на j-ю связанную ме-
ханическую подсистему; Vj – скорость пе-
ремещения j-й механической подсистемы; 
Gвх.i – мгновенный приток массы рабочей 
среды в полость из i-й связанной полости 
(i = 1…n); hi  – удельная энтальпия рабо-
чей среды в i-й связанной полости;     
Gвых.i – мгновенный отток массы рабочей 
среды из полости в i-ю связанную по-
лость; h – удельная энтальпия рабочей 
среды в полости; Gi – массовый расход 
рабочей среды через канал между рас-
сматриваемой и i-й связанной полостями; 
pвх.i – абсолютное давление рабочей среды 

на входе в канал между рассматриваемой 
и i-ой связанной полостями (вход канала 
определяется направлением течения рабо-
чей среды через него). 

Уравнения (17) – (20) являются ос-
новными, а остальные уравнения – вспо-
могательными.  

На рис. 4 приведена расчётная схема 
теплоизолированной полости постоянного 
объёма. В целом математическая модель 
полости данного типа аналогична матема-
тической модели (система (17) – (20) и 
вспомогательные уравнения) теплоизоли-
рованной полости переменного объёма. 
Однако из правой части уравнения (17) 
исключается член L∆ , а из второго члена 
правой части этого же уравнения исклю-
чается параметр W∆ . Кроме того, исклю-
чаются вспомогательные уравнения для 
расчёта L∆  и W∆ . 

 

 
 

Рис. 4. Расчётная схема теплоизолированной полости постоянного объёма 
 

Процессы в полостях переменного и 
постоянного объёма без теплоизоляции 
также описываются системой уравнений 
(17) – (20) и вспомогательными зависимо-
стями (с учётом указанных выше особен-
ностей), однако в правую часть уравнения 
(17) добавляется (со знаком «минус») до-
полнительный член, который представля-
ет собой тепловой поток, передающийся 

от рабочей среды к стенкам, ограничива-
ющим полость. 

Начальные условия для дифферен-
циальных уравнений (17), (20) удобнее 
рассчитывать, чем задавать, т.к. обычно 
известны только начальные значения аб-
солютного давления и температуры рабо-
чей среды в полости. Для расчёта началь-
ных условий используются выражения: 
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где Uн – начальная внутренняя энергия 
рабочей среды в полости; Mн – начальная 
масса рабочей среды в полости; pн, Tн – 
начальное абсолютное давление и темпе-
ратура рабочей среды в полости; нW∆ – 
приращение объёма полости, обусловлен-
ное начальным перемещением связанных 
механических систем. 

На рис. 5 приведена расчётная схема 
полости бесконечного объёма, математи-
ческая модель которой состоит из уравне-
ний (19), (20) и вспомогательного уравне-
ния для расчёта удельной энтальпии h ра-
бочей среды в полости. Данная модель 
предназначена для описания атмосферы, 
гидравлических баков, дренажных поло-
стей и других объектов, в которых пара-
метры рабочей среды можно считать по-
стоянными во времени.  

В качестве проверки работоспособ-
ности предлагаемого способа описания 
полостей при расчётах переходных про-
цессов в гидро- и пневмосистемах была 
разработана цифровая модель и смодели-
рована работа привода, представленного 
на рис. 2, по перемещению инерционной 
нагрузки.  

 
 

 
 

Рис. 5. Расчётная схема  
полости бесконечного объёма 

В связи с тем, что рассматривался 
отвлечённый привод с неопределёнными 
геометрическими характеристиками и фи-
зическими свойствами деталей корпуса, 
то в качестве допущения было принято, 
что полость с рабочей средой теплоизоли-
рована. 

Цифровая модель привода, пред-
ставленная на рис. 6, 7, была реализована 
в учебной версии отечественного про-
граммного комплекса «Моделирование в 
технических устройствах» (ПК «МВТУ»). 
Модель состоит из взаимосвязанных бло-
ков: блок «Механика» отражает процессы 
в механической подсистеме, блоки «По-
лость» – процессы в гидравлической или 
термодинамической подсистеме, а блоки 
«Дроссель» – процессы в гидродинамиче-
ской подсистеме. 

В качестве расчётных вариантов ра-
бочих сред были рассмотрены: газ, под-
чиняющийся уравнению состояния Ред-
лиха–Квонга; газ, свойства которого опи-
сываются табличными зависимостями из 
стандартных справочных данных; вода; 
масло АМГ-10. 

На рис. 8–10 приведены результаты 
моделирования в виде графиков переход-
ных процессов в механической, гидравли-
ческой/термодинамической и гидродина-
мической подсистемах. 

Таким образом, предлагаемый спо-
соб описания полостей с рабочей средой 
позволяет анализировать процессы в гид-
ро- и пневмосистемах с использованием 
универсального математического описа-
ния, более полно отражающего исследуе-
мые процессы. 

 
 

 

103 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета               № 3(45) 2014 г. 

 
 

Рис. 6. Цифровая модель привода, реализованная в ПК «МВТУ» 
 
 

 
а 
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 б 

Рис. 7. Цифровая модель рабочей полости привода, реализованная в ПК «МВТУ»: 
а – блок-схема; б – текст блока «Язык программирования» 

 
 
 
 

 
 

а 
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Рис. 8. Переходный процесс в механической (а) и термодинамической (б) подсистемах пневмопривода 
 
 

 
 

а 
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Рис. 9. Переходный процесс в механической (а) и гидравлической (б) подсистемах гидропривода 
 
 
 
 
 

 
 

Рис.10. Переходный процесс в гидравлической подсистеме гидропривода 
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The article is concerned with the consideration of methods of mathematical formulation of processes in 
interthrottle chambers and working medium reservoirs used to simulate the operation of hydraulic and pneumatic 
systems. 

Consideration has been given to a general approach to the development of mathematical models of hy-
draulic and pneumatic systems; the stages of constructing models are also presented. 

A generalized mathematical model of a heat-insulated chamber with variable volume is presented. The 
derivation of standard mathematical modules of the above chamber on the basis of the generalized model is giv-
en. The assumptions taken into consideration with the existing methods of describing the processes taking place 
in chambers and reservoirs of hydraulic and pneumatic systems are analyzed. The shortcomings of the existing 
methods are shown. 

An approach to forming a mathematical formulation is proposed, which is universal in its nature and re-
flects the processes under consideration in full measure. The proposed description method is based on the laws 
of conservation of thermodynamics of a variable-mass body. A special record of thermal and caloric equations of 
the state model makes it universal and independent of the working medium type. When compiling the digital 
models of chambers, both equations of working medium state and tabulated reference data can be used. 

 Design diagrams and mathematical models of heat-insulated chambers with variable and constant vol-
umes are presented as an example. A digital model is presented and the results of modeling the operation of hy-
draulic and pneumatic actuators performed with the use of the proposed method are given. The digital model is 
implemented in the training version of the Russian software package “Simulation in technical devices”. 

 
Interthrottle chamber, capacity, simulation, mathematical model, hydraulic system, pneumatic system. 
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