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Излагаются постановка и результаты решения задачи о численном моделировании газодинамики
сопел и струй малоразмерных газогенераторов сверхзвуковых потоков на основе использования уравне-
ний пограничного слоя и Навье-Стокса. Приводятся результаты численного исследования газодинамики
сопел и струй применительно к малоразмерным газогенераторам тягой 6 и 12 Н. Показаны значительные
возможности увеличения удельного импульса тяги за счёт оптимизации контура сверхзвуковой части
сопел этих малоразмерных газогенераторов. Численно исследован процесс формирования скачков
уплотнения в сверхзвуковой части сопел малоразмерных газогенераторов, показано их существенное
влияние на газодинамику струй, вытекающих в вакуум.

Сверхзвуковое сопло, струя, численный расчёт, эксперимент, удельный импульс, пограничный
слой, потери удельного импульса, число Маха, скачки уплотнения.

Условные обозначения

окα – коэффициент избытка окисли-
теля; r – радиус; */ FFF aa  – геометриче-
ская степень расширения сопла; */ rxx  ;

*/ ryy  – безразмерная продольная и по-
перечная координата; i – массовая энталь-
пия; p – давление; ρ – плотность; Т –
температура; γ – показатель изоэнтропы
расширения; μ – динамический коэффи-
циент вязкости; λ – коэффициент тепло-
проводности газа; q – удельный тепловой
поток; u, v – скорость соответственно в
продольном и поперечном направлениях;
а – скорость звука; М – число Маха; у.пJ –

удельный импульс в пустоте, cϕ – коэф-
фициент сопла; нижние индексы: о – за-
торможенный; e – на границе погранично-
го слоя; w – на стенке; с – на входе в соп-
ло;  – в минимальном сечении; а – на
срезе сопла; ид – идеальный; д – действи-
тельный.

Постановка задачи
Развитие космической техники тре-

бует создания эффективных малоразмер-
ных газогенераторов сверхзвуковых пото-
ков (далее МРГГ) в широком диапазоне
тяг – от долей ньютона до нескольких ки-
лоньютонов. При создании МРГГ к ним
предъявляются высокие технические, эко-
номические и экологические требования
по величине удельного импульса, боль-
шой надежности, малой массе и габари-
там, коротким срокам создания и низкой
стоимости, минимальному силовому, теп-
ловому и загрязняющему воздействию на
космический летательный аппарат. Реали-
зация этих противоречивых требований
возможна лишь при широком использова-
нии эффективных численных методов.
Создание таких численных методов при-
менительно к МРГГ является сложной
научно-технической проблемой. Для ре-
шения этой проблемы предлагается под-
ход, основанный на детальном изучении и
численном моделировании основных фи-
зико-химических процессов, характери-
зующих процесс течения в соплах и стру-



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета № 1(43) 2014 г.

113

ях МРГГ с последующей интеграцией
этих численных моделей после их апро-
бации. В данной работе проводится срав-
нительный анализ двух вариантов предла-
гаемого подхода к моделированию. Пер-
вый из этих вариантов моделирования ос-
нован на использовании концепции по-
граничного слоя, подразумевающей раз-
деление потока на вязкий пристеночный
слой и невязкое ядро. Второй вариант мо-
делирования основан на использовании
уравнений Навье-Стокса, где разделение
на вязкую и невязкую части потока отсут-
ствует. Ниже излагаются результаты реа-
лизации этих двух вариантов в виде чис-
ленных методик моделирования течений в
соплах и струях МРГГ, а также результа-
ты использования этих методик для чис-
ленного моделирования газодинамики со-
пел и струй применительно к МРГГ тягой
6 и 12 Н.

Объекты
численного исследования

Объектом численного исследования
были штатные МРГГ 6 и 12 Н на самовос-
пламеняющихся компонентах топлива.
Основные параметры этих МРГГ в табл. 1. 

Таблица 1. Основные данные штатных МРГГ

№ Тяга,
Н осp ,

МПа
окα r , мм aF

1 6 0,6 0,6 1,375 53
2 12 0,6 0,6 1,75 132

Оба МРГГ имели сопла с профили-
рованной сверхзвуковой частью, контуры
которой в безразмерных координатах
приведены на рис. 1. Заметим, что значи-
тельные отличия в контурах сверхзвуко-
вой части сопел МРГГ близкой тяги отра-
жают отсутствие единого подхода к вы-
бору наилучшей формы сверхзвуковой
части сопла для МРГГ заданной тяги, что,
в свою очередь, является следствием от-
сутствия апробированной методики тер-
могазодинамического расчета МРГГ.

Рис. 1. Безразмерные контуры
сверхзвуковой профилированной части сопел

МРГГ тягой 6 и 12 Н:
1 - МРГГ тягой 6 Н , aF = 53;

2 - МРГГ тягой 12 Н, aF = 132

Методика и результаты численного
термогазодинамического расчета
сверхзвуковых сопел МРГГ

в приближении пограничного слоя
В основу данной методики положе-

ны взаимосвязанные физико-
математические модели течения продук-
тов сгорания в невязком ядре и течения в
пограничном слое.

Для этих моделей течения исполь-
зуются следующие основные допущения,
основанные на анализе имеющихся рас-
четно-теоретических и эксперименталь-
ных данных как отечественных, так и за-
рубежных авторов о влиянии вязкости на
течение в малоразмерных соплах:

 разделение области течения в ма-
лоразмерных соплах на невязкое ядро и
пограничный слой возможно вплоть до
чисел Рейнольдса Re2 порядка 102, соот-
ветствующих нижней границе диапазона

тяг порядка 10-3 Н , где
0

**0
2

2
Re

μ
ρ ra

 ;

процесс течения рабочего тела яв-
ляется стационарным, объёмные силы от-
сутствуют;

течение рабочего тела как в погра-
ничном слое, так и невязком ядре является
однофазным; конденсация рабочего тела
отсутствует; в пределах пограничного
слоя влияние вязкости на изменение хи-
мического состава отсутствует;
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влиянием поперечной кривизны на
параметры пограничного слоя можно пре-
небречь (возможность использования та-
кого допущения основана на результатах
работы [1]).

В общем случае пограничный слой
в соплах МРГГ может быть как ламинар-
ным, так и турбулентным, включая зоны
перехода. Однако в большинстве практи-
чески важных случаев, как показали ис-
следования, можно считать, что он явля-
ется ламинарным. На основании вышеиз-
ложенного уравнения сжимаемого осе-
симметричного пограничного ламинарно-
го слоя с учётом продольного отрицатель-
ного градиента давления в системе коор-
динат (s, n), показанной на рис. 2, имеют
следующий вид [2]:

Рис. 2. Системы координат (s, n) и (r, z),
используемые в уравнениях пограничного слоя

на стенке сопла
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где rw – радиус вращения образующей
осесимметричного сопла.

Кроме уравнений (1), (2), (3) исполь-
зуется уравнение состояния совершенного

газа, условие 0


n
p в пределах погра-

ничного слоя, а также зависимости коэф-
фициентов μ и λ от температуры в виде
соответствующих формул Сазерленда.

Для продольной скорости гранич-
ные условия скольжения выбраны в виде
[3]
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где αu – коэффициент аккомодации скоро-
сти молекул для стенки, R0 – универсаль-
ная газовая постоянная, μг – молекуляр-
ный вес.

Граничные условия для температуры
на стенке зависят от рассматриваемой за-
дачи. Для сопел МРГГ чаще всего задан-
ной является температура стенки. В этом
случае граничные условия на стенке при-
нимают согласно [3] вид
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где αt – коэффициент аккомодации темпе-
ратуры молекул для стенки, Pr – число
Прандтля.

На внешней границе пограничного
слоя используются обычные условия:

)(),( sUnsu ee  , (6)
)(),( sTnsT ee  , (7)

где Ue(s), Te(s) – соответственно продоль-
ная скорость и температура на внешней
границе пограничного слоя. Параметры
течения на внешней границе погранично-
го слоя определяются в процессе расчёта
этого течения в невязком ядре. Примени-
тельно к малоразмерным соплам расчёт
течения в невязком ядре является само-
стоятельной, весьма сложной задачей,
особенно если это течение продуктов сго-
рания в соплах МРГГ с профилированной
сверхзвуковой частью.

Отметим, что с учётом принятых
допущений уравнения (1) и (2) могут быть
решены независимо от уравнения энергии,
а решением уравнения энергии является
следующая зависимость, связывающая
профиль температуры в пограничном слое
с профилем продольной скорости [4]:
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Результаты численной реализации
уравнений пограничного слоя (1)…(8)
совместно с вышеуказанными термогазо-
динамическими моделями течения про-
дуктов в невязком ядре были реализованы
в виде методики термогазодинамического
расчета сопел МРГГ. Тестовые испытания
этой методики показали, что она работо-
способна в диапазоне тяги от 10-3 Н до 104

Н при больших значениях aF  (вплоть до
величин порядка 3102  ) и для любых
компонентов топлива, у которых известны
условная химическая формула и полная
энтальпия. При этом данная методика
обеспечивает расчёт термодинамических,
энергетических и расходно-тяговых пара-
метров МРГГ (химический состав, темпе-
ратура и давление продуктов сгорания в
любом сечении сопла, удельный импульс
тяги, расходный и тяговый комплексы,
коэффициент расхода и т. д.), как в иде-
альном приближении, так и с учётом не-

идеального протекания рабочих процес-
сов течения продуктов сгорания из-за
трения, химической неравновесности и
рассеяния.

В табл. 2 приведены некоторые ре-
зультаты использования разработанной
численной методики для термогазодина-
мического расчета штатных МРГГ тягой 6
и 12 Н. Эти результаты показывают, что в
исследованных соплах штатных МРГГ
основные потери удельного импульса свя-
заны с химической неравновесностью (со-
ставляют величину от 2,6 до 2,9%) и c
трением (потери из-за трения складыва-
ются из-за потерь в пограничном слое пс

трς
и потерь из-за обратного влияния погра-
ничного слоя на течение в невязком ядре

я
трς ; эти потери сравнимы с потерями из-

за химической неравновесности и нахо-
дятся в диапазоне от 2,1 до 2,4%). Потери
из-за рассеяния

рς для сопел МРГГ тягой
6 Н без учёта влияния вязкости составля-
ют 0,2%, а с учётом этого влияния близки
к нулю. Для МРГГ тягой 12 Н потери из-
за рассеяния без учёта влияния вязкости
составляют 1,51%, а с учётом влияния
вязкости 0,65%, т.е. в два раза меньше.

Таблица 2. Результаты термогазодинамического расчёта штатных МРГГ тягой 6 и 10 Н
( ocp = 0.7 МПа, окα =0.6)

Тяга ид
у.пJ х.нς я

трς пс
трς рς сϕ д

у.пJ γ aγ срγ

Н м/c - - - - - м/c

6 3206 0.026 0.006 0.0179 0.0 0.951 3049 1.182 1.333 1.28

12 3299 0.029 0.0053 0.0165 0.065 0.943 3111 1.182 1.355 1.29

Сравнение исследованных МРГГ по
величине удельного импульса тяги в пу-
стоте показывает, что увеличение геомет-
рической степени расширения aF с 53 до
132 приводит к увеличению удельного
импульса на 2%. Для МРГГ это увеличе-
ние удельного импульса тяги является
весьма существенным и показывает акту-
альность проблемы выбора наилучшей
формы контура сверхзвуковой профили-
рованной части сопел МРГГ, в том числе

для реализации предельно достижимой
величины удельного импульса тяги. В
связи с этим на основе изложенной мето-
дики термогазодинамического расчёта
была предложена методика выбора
наилучшей формы контура сверхзвуковой
профилированной части сопел МРГГ [5].
Использование этой методики примени-
тельно к МРГГ тягой 6 Н показывает, что
предельно достижимое увеличение удель-
ного импульса за счёт увеличения геомет-
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рической степени расширения aF состав-
ляет 4,6% (при увеличении величины aF с
53 до 427).

Для решения задач, связанных с рас-
четным определением силового, теплово-
го и загрязняющего воздействия струй
МРГГ на космические летательные аппа-
раты, необходимо иметь возможность в
процессе термогазодинамического расчёта
определять на срезе сопла поля таких га-
зодинамических параметров, как число
Маха, температура и плотность продуктов
сгорания. Поскольку эти поля газодина-
мических параметров используются в ка-
честве исходных данных для расчёта вы-
текающей из сопла МРГГ струи, от точно-
сти их определения зависит и точность
всего дальнейшего расчёта струи. В связи
с этим на рис. 3 и 4 показаны результаты
расчета в различных приближениях про-
филей чисел Маха на срезе сопел штатных
МРГ тягой 6 и 12 Н. На этих же рисунках
приведены результаты, полученные в
процессе экспериментального исследова-
ния, проведённого в научно-
исследовательском центре космической
энергетики СГАУ.

Эти результаты показывают, что
экспериментальные значения числа Маха
на срезе сопла существенно отличаются
от расчётного значения числа Маха, полу-

ченного в идеальном приближении (зави-
симость 1 на рис. 3 и 4). Анализ показыва-
ет, что вблизи стенки наибольшее влияние
на число Маха оказывает вязкость, а в не-
вязком ядре – химическая неравновес-
ность, двухмерный характер течения про-
дуктов сгорания и неидеальное протека-
ние рабочих процессов в камере сгорания.
Учёт этих факторов в излагаемой методи-
ке термогазодинамического расчёта обес-
печивает удовлетворительное согласова-
ние расчётных и экспериментальных ре-
зультатов.

Таким образом, методика термога-
зодинамического расчёта, основанная на
использовании уравнений пограничного
слоя, обладает значительными возможно-
стями и обеспечивает решение широкого
круга практических задач. Тем не менее в
силу используемых допущений эта мето-
дика, естественно, имеет определённые
ограничения. Наиболее очевидным явля-
ется ограничение применительно к зада-
чам, связанным с отрывом потока внутри
сопла под воздействием скачков уплотне-
ния. Другой пример ограничений связан с
проблемой выбора оптимального контура
сверхзвуковой части сопла МРГГ. Рас-
смотрим более детально физическую
сущность этого ограничения.

Рис. 3. Результаты определения профиля числа Маха на срезе сопла штатного МРГГ тягой 6Н:
● – эксперимент; 1 – расчёт в идеальном приближении; 2 – расчёт с учётом неидеального течения

в сопле, но без учёта влияния внутрикамерных рабочих процессов
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Рис. 4. Результаты определения профиля числа Маха на срезе сопла штатного МРГГ тягой 12 Н:
● – эксперимент; 1 – расчёт в идеальном приближении;
2, 3, 4 – расчёт с учетом неидеального течения в сопле;

2 – без учёта влияния внутрикамерных рабочих процессов;
3, 4 – с учётом влияния внутрикамерных рабочих процессов,

3 – окислительное ядро; 4 – восстановительное ядро

Как известно, при проектировании
МРГГ выбор профиля сверхзвуковой ча-
сти сопла является одной из ключевых
проблем, поскольку, с одной стороны,
сверхзвуковая часть сопла создаёт при-
мерно половину тяги, с другой – в значи-
тельной мере определяет её габаритно-
массовые характеристики. Широкое рас-
пространение получила методика газоди-
намического проектирования, основанная
на использовании в качестве сверхзвуко-
вой части сопла одной из линий тока, что
обеспечивает отсутствие потерь удельно-
го импульса, связанных с появлением
скачков уплотнения [6]. Эта методика ос-
нована на использовании уравнений Эй-
лера, описывающих невязкое течение ра-
бочего тела в сверзвуковой части круглого
сопла Лаваля, и численном решении зада-
чи Гурса методом характеристик для
нахождения одной из линий тока, которая
принимается за профиль сопла. Для прак-
тического применения этой методики ис-
пользуются таблицы безразмерных про-
филей сверхзвуковой части круглых сопел

с равномерным полем скорости на срезе
сопла в зависимости двух параметров -
показателя изоэнтропы расширения γ и
числа Маха на срезе сопла. Полученный
таким образом профиль затем укорачива-
ется на основе тех или иных соображений.
Однако применительно к соплам МРГГ
непосредственное использование этой ме-
тодики имеет ряд ограничений. Во-
первых, для сопел МРГГ существенное
влияния вязкости ограничивает использо-
вание уравнений Эйлера для нахождения
линия тока именно вблизи стенки. Во-
вторых, вследствие значительного влия-
ния химической неравновесности по
длине сверхзвуковой части сопла имеет
место значительное изменение показателя
изоэнтропы расширения в диапазоне от
γ=1,18 в минимальном сечении сопла до
γ1,34 на срезе сопла (значения γ в
столбцах 9,10 табл. 2). Поэтому при ис-
пользовании таблиц выбор безразмерного
профиля сверхзвуковой части приходится
делать для осреднённого значения

срγ (табл. 2). Естественно, выбранный та-
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ким образом контур будет отличаться от
линии тока. И, наконец, технологические
отклонения от теоретического контура в
процессе производства ещё более увели-
чивают отличие между линией тока и
фактическим контуром профилированной
сверхзвуковой части сопла, что может
привести к появлению скачков уплотне-
ния не только внутри сопла, но и в выте-
кающей из него струи. В связи с этим да-
лее излагаются результаты использования
приближения Навье - Стокса для числен-
ного исследования процессов формирова-
ния ударных волн в сверхзвуковой части
сопел штатных МРГГ с профилированной
сверхзвуковой частью и влияние этих
ударных волн на газодинамику вытекаю-
щих из этих сопел сверхзвуковых струй.

Методика и результаты численного
расчета течения в соплах и струях
МРГГ на основе приближения

Навье-Стокса
Уравнения Навье - Стокса (Эйлера)

для осесимметричного, нестационарного
сжимаемого течения вязкого, калорически
совершенного газа записываются в сле-
дующем виде:
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где E – плотность, давление и полная
энергия в единице объёма, соответствен-
но; u, v, w – компоненты вектора скорости
в цилиндрической системе координат x, y,
φ; H – вектор источниковых членов,
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ϕϕϕϕ ττττττ ,,,,, yxxyyyxx – компонен-
ты тензора вязких напряжений,
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k – соответствующий коэффициент теп-
лопроводности.

Система уравнений (9) - (15) допол-
няется уравнением, записанным с учётом
уравнения состояния политропного газа:
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)).(5.0)(1( 222 wvuEp  ργ (16)

Для расчёта осесимметричного те-
чения 1,  αyr ; для расчёта плоского
течения 0,1  αr .

Методика численного решения си-
стемы уравнений (9) - (15) изложена в [7].
Результаты численного расчёта течения в
соплах штатных МРГГ тягой 6 и 12 Н
представлены на рис. 5 и 6.

При проведении этих расчётов за ве-
личину γ в уравнениях (14) и (16) прини-
мался средний показатель изоэнтропы
расширения срγ  (табл. 2). В целом сравне-
ние результатов расчёта с использованием
уравнений пограничного слоя и Навье-
Стокса показало их удовлетворительное
согласование, как друг с другом, так и с
экспериментом. Это даёт дополнительное
обоснование методики термогазодинами-
ческого расчёта, основанной на уравнени-
ях пограничного слоя.

Рис. 5. Результаты расчёта изолиний чисел Маха в сопле и струе МРГГ тягой 6 Н
в приближении Навье-Стокса  ( aF =53)

Рис. 6. Результаты расчёта изолиний чисел Маха в сопле и струе МРГГ тягой 12 Н
в приближении Навье-Стокса ( aF =132)
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Приведённые на рис. 5 и 6 результа-
ты демонстрируют способность числен-
ной модели на основе уравнений Навье -
Стокса обеспечивать детальную картину
полей газодинамических параметров с
учетом скачков уплотнения. Эти резуль-
таты, во-первых, подтверждают выска-
занное выше предположение о возможно-
сти формирования скачков уплотнения в
сверхзвуковой части сопел из-за несовпа-
дения контура сопла с линией тока. Во-
вторых, они показывают существенное
влияние контура сверхзвуковой части
сопла на количество, конфигурацию и ин-
тенсивность ударных волн. Так, в сверх-
звуковой части сопла штатного МРГГ тя-
гой 6 Н формируется целая система из
трёх сильных ударных волн, две из кото-
рых выходят за пределы сопла. В то же
время в сверхзвуковой части сопла штат-
ного МРГГ тягой 12 Н формируется всего
одна слабая ударная волна, выходящая за
пределы сопла. На примере МРГГ тягой 6
Н более детально показано влияние скач-
ков уплотнения на формирование в ближ-
нем поле оси струи поля чисел Маха (рис.
7) и величины удельного теплового пото-
ка на торец цилиндра, ось которого совпа-
дает с осью струи (рис. 8):

- возникновение скачков уплотнения
оказывает сравнительно слабое влияние
на величину потерь удельного импульса
тяги; так, даже для МРГГ тягой 6 Н, в
сверхзвуковой части сопла которого воз-
никает целая система ударных волн (рис.
5), дополнительные потери удельного им-
пульса тяги не превышают 0.3 … 0.5 %, а
для МРГ тягой 12 Н эти потери не превы-
шают 0.1 %;

- в то же время скачки уплотнения
могут оказать существенное влияние на
параметры силового и теплового воздей-
ствия струи на элементы конструкции
КЛА, находящиеся в ближнем поле этой
струи; так, результаты на рис. 8 показы-
вают, что наличие скачков уплотнения
может в три раза увеличить величину
удельного теплового потока.

Рис. 7. Результаты определения зависимости
M( x ) на оси струи МРГГ тягой 6 Н:

- ● – результаты эксперимента;
1 – расчёт в приближении от источника;

2 – расчёт в двухмерном приближении

Рис. 8. Сравнение экспериментальных
и расчётных результатов по тепловому
воздействию на торец цилиндра струи

штатного МРГГ тягой 6Н:
Δ,○, - эксперимент, -- расчёт
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NUMERICAL INVESTIGATION OF GAS DYNAMICS
IN NOZZLES OF SMALL-DIMENSIONED GAS GENERATORS

AND FLOWING OUT JETS
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The paper presents the statement of the problem of numerical simulation of gas dynamics of nozzles and
jets of small-dimensioned gas generators of supersonic flows based on boundary layer and Navier-Stokes equa-
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tions and the results of solving it. The results of the numerical studies of gas dynamics of nozzles and jets for
standard small-dimensioned gas generators with a thrust 6 N and 12 N are given. Significant potential of increas-
ing specific impulse by optimizing the contour of supersonic nozzles of small-dimensioned gas generators are
exhibited. The process of shock wave formation in the supersonic part of the nozzle of a standard small-
dimensioned gas generator is numerically investigated. Significant impact of shock waves on the gas dynamics
of vacuum jets is illustrated.

Supersonic nozzle, jet, numerical calculation, experiment, specific impulse, boundary layer, loss of specif-
ic impulse, Mach number, Euler equations, Navier-Stokes equations, shocks.
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