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Разработан эффективный алгоритм определения резонансных частот вращения для исследования 

вынужденных колебаний рабочих колёс газотурбинных двигателей (ГТД). Алгоритм основан на введе-
нии интерполирующих функций в частотной области и не требует построения резонансной диаграммы. 
Проведены сравнительные расчётные исследования резонансных частот колебаний модельного рабочего 
колеса. 
 

Рабочее колесо, частота вращения, возбуждающая гармоника, напряжение, модуль упругости, 
матрица волновых динамических жёсткостей, резонансная диаграмма. 
 
 

До 60% поломок лопаток ГТД име-
ют усталостный характер и связаны с дей-
ствием переменных напряжений при виб-
рациях. Одним из наиболее эффективных 
путей обеспечения динамической прочно-
сти рабочих колёс является их проектиро-
вание с заданными динамическими свой-
ствами. Оно позволяет без материальных 
затрат, связанных с коррекцией выпол-
ненных в металле конструкций, добиться 
того, чтобы резонансы с наиболее опас-
ными гармониками были невозможны, а с 
остальными – происходили на заданных 
проходных режимах работы двигателя. 
Такое проектирование может быть вы-
полнено только с применением достаточ-
но точных и эффективных по быстродей-
ствию методик расчёта колебаний рабо-
чих колёс. 

Существующие методы исследова-
ния динамики рабочих колёс позволяют 
определить его резонансные частоты вра-
щения либо путём решения задачи о вы-
нужденных колебаниях под действием 
интересующей возбуждающей гармоники, 
либо путём расчёта собственных колеба-
ний и последующего построения резо-
нансной диаграммы. И тот, и другой спо-
собы требуют для достижения достаточ-
ной точности многократного вычисления 

упруго-инерционных характеристик коле-
са для различных значений частоты вра-
щения ротора ω  и в связи с этим являют-
ся малоэффективными. 

Так как модуль упругости материала 
и статические напряжения от действия 
поля центробежных сил и неравномерного 
нагрева в сечениях конструкции зависят 
от ω , то для сокращения объёма вычис-
лений при расчёте резонансных частот 
вращения рабочего колеса удобно предва-
рительно определить эти величины для 
заданного числа n  частот 1 2 3, , ,..., nω ω ω ω , 
а затем в расчётах использовать интерпо-
ляционные многочлены Лагранжа. Стати-
ческие напряжения и модуль упругости 
для любой частоты вращения ω  могут 
быть вычислены по формулам: 

( ) ( )∏∑
+

+

= −
−

=
1

1

0 ii

i
n

i
i

стст

ωω
ωω

ωσωσ ,        (1) 

( ) ( )∏∑
+

+

= −
−

=
1

1

1 ii

i
n

i
iEE

ωω
ωω

ωω .         (2) 

Во многих случаях, особенно когда 
исследуемые резонансные частоты близки 
к максимальной частоте maxω , хорошие 
расчётные результаты даёт использование 
квадратичных зависимостей. 
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Интерполируя в интересующем диа-
пазоне частот (рис. 1) статические напря-
жения и модуль упругости функцией типа 

bgy += 2ω , получаем 
( ) 1

2
1 bgст += ωωσ ,    ( ) 2

2
2 bgE += ωω . (3) 
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где стст
21 , ωω σσ , 21, ωω EE  – напряжения и мо-

дули упругости материала на границах 
диапазона исследования [ ]21, ωω . 

 
Рис. 1. Фрагмент резонансной диаграммы 

С учетом введённых интерполи-
рующих функций (3) матрица волновых 
динамических жёсткостей лопаточного и 
дискового конечных элементов всегда 
может быть записана [1] в виде следую-
щей суммы: 

[ ] [ ] [ ] [ ]MpCKH m
22 −+= ω ,   (4) 

где  
[ ]K  – матрица статических жёсткостей; 
[ ]C  – матрица влияния вращения на жё-
сткость;  
[ ]M  – матрица масс. 

Хорошо известно [2], что резонанс 
(рис. 1) по форме с m  волнами деформа-
ций происходит на частоте колебаний p , 
равной собственной mp  и связанной с 
частотой вращения ротора соотношением 

mm mpp ω== ,    (5) 

где mω  − резонансная частота вращения 
ротора. 

Подстановка (5) в выражение (4) по-
зволяет записать матрицу волновых дина-
мических жёсткостей элемента через ре-
зонансную частоту вращения ротора: 
[ ] [ ] [ ] [ ]( )CMmKH m −−= 22ω .          (6) 

Таким образом, задача о нахождении 
резонансных частот вращения рабочего 
колеса сводится к обобщённой проблеме 
вычислений собственных значений 2

mω  
системы 

[ ]{ } [ ] [ ]( ) { }qCMmqK m −= 22ω .       (7) 
Характеристическое уравнение име-

ет вид  
[ ] [ ] [ ]( ) 0det 22 =−− CMmK mω   

и может быть решено любым из извест-
ных методов. 

Разработанный алгоритм определе-
ния резонансных частот вынужденных 
колебаний рабочих колес реализован в 
виде вычислительной программы на языке 
программирования Фортран. Для опреде-
ления собственных значений и векторов 
использовались процедуры библиотеки 
IMSL, которые предусматривают:  

- приведение матрицы к трёхдиаго-
нальному виду посредством преобразова-
ний подобия по методу Хаусхолдера;  

- приведение полученной трёхдиаго-
нальной матрицы к диагональной с нахо-
ждением собственных значений с исполь-
зованием QR-разложения;  

- вычисление для каждого собствен-
ного значения отвечающего ему собст-
венного вектора. 

Достоверность результатов, полу-
чаемых с помощью разработанного алго-
ритма, была проверена при сопоставлении 
резонансных частот, определённых путём 
расчёта собственных колебаний и по-
строения резонансной диаграммы. Рас-
чётные исследования проводились на мо-
дельном рабочем колесе, показанном на 
рис. 2. 
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Рис. 2. Модельное рабочее колесо 

На рис. 3 представлена резонансная 
диаграмма данного колеса. Крестиками 
отмечены резонансные частоты, рассчи-
танные с помощью разработанной про-
граммы. 
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Рис. 3. Резонансная диаграмма модельного рабо-

чего колеса 

Сопоставление результатов расчётов 
показало хорошую сходимость резонанс-
ных частот. Расхождение не превышает 
0.2%. При этом время, затраченное на по-
строение резонансной диаграммы, не-
сравнимо больше времени расчётов с ис-
пользованием разработанной программы, 
что подтверждает высокую производи-
тельность предлагаемого алгоритма. 

Таким образом, представление мат-
риц волновых динамических жёсткостей 
лопаточного и дискового конечных эле-
ментов в форме (4) позволяет существен-
но уменьшить объём вычислений при на-
хождении резонансных частот вращения 
рабочих колес турбомашины. Это, в свою 
очередь, позволяет значительно сократить 
время и средства, затрачиваемые на фор-
мирование требуемых вибрационных 
свойств у рабочих колёс на этапах проек-
тирования и доводки. 
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FAST ALGORITHM FOR FINDING THE RESONANCE FREQUENCIES OF GAS 

TURBINE ENGINE ROTATING BLADE DISKS 
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A fast algorithm for finding the resonance frequencies of gas turbine engine rotating blade disks has been 

developed. The algorithm is based on the use of interpolation function in the frequency domain. The algorithm 
does not require a resonance diagram. Comparative analysis of the resonance frequencies of model blade disks 
has been carried out. 
 

Blade disk, rotational frequency, inducing harmonic, stress, elasticity modulus, wave dynamic stiffness 
matrix, resonance diagram. 
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