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Решается задача минимизации лобового сопротивления симметричного профиля при заданных 

площади и хорде. Оптимизация производится при помощи метода сопряжённого градиента для вязкого 
несжимаемого течения. Прямая задача решается при помощи алгоритма SIMPLE в вычислительном па-
кете Star-CD. Сопряжённые уравнения решаются при помощи адаптированного алгоритма SIMPLE. 

 
Оптимизация, функция цели, функции ограничений, проектные переменные, сопряжённые уравне-

ния, симметричный профиль. 
 
 
Введение. В настоящее время ак-

туальной проблемой является разработ-
ка эффективного алгоритма оптимиза-
ции аэродинамических форм для вязко-
го течения жидкости и газа. Одним из 
наиболее продуктивных является метод 
сопряжённого градиента. Он обладает 
рядом преимуществ, которые позволяют 
применять его к широкому классу за-
дач: 

1. Возможность использовать 
большое количество проектных пере-
менных. Например, в качестве проект-
ных переменных могут выступать коор-
динаты узлов оптимизируемой поверх-
ности. 

2. Разнообразие в выборе функ-
ции цели. В качестве функции цели мо-
гут выступать различного рода инте-
гральные характеристики (проекция 
вектора результирующей силы на какое-
либо направление, момент, перепад 
давления и т.д.) оптимизируемых объ-
ектов и их сочетания. 

3. Сравнительно невысокие вы-
числительные затраты. Согласно методу 
сопряжённого градиента на каждой ите-
рации оптимизации машинное время 
практически не зависит от числа про-
ектных переменных и приблизительно 

равно машинному времени решения двух 
прямых задач. 

4. Возможность использования сто-
роннего решателя для решения прямой за-
дачи. При разработке метода за основу был 
взят непрерывный подход составления со-
пряжённых уравнений, который был развит 
Джеймсоном (Jameson) в работах [1,2]. По-
мимо непрерывной существует и дискрет-
ная формулировка метода [3,4], однако в 
этом случае невозможно использовать сто-
ронний решатель. Сравнение непрерывного 
и дискретного подходов дано в [5]. В рабо-
тах Джеймсона прямая задача и сопряжён-
ные уравнения решаются при помощи раз-
личных разновидностей метода искусствен-
ной вязкости (диссипации) [6]. В представ-
ленной работе для этой цели используется 
метод поправок давления − алгоритм 
SIMPLE [7]. Этот алгоритм хорошо себя за-
рекомендовал и широко используется в 
коммерческих CFD пакетах. 

Формулировка метода. Пусть задана 
функция цели I(w,s) и функции ограничений 
R(w,s)=0, где w(s) - переменные поля тече-
ния, s - проектные переменные. Функцией 
цели, например, может быть лобовое сопро-
тивление тела, подъёмная сила или заданное 
распределение давления. Функциями огра-
ничений являются уравнения Навье-Стокса 
для двумерного стационарного несжимае-
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мого течения. Необходимо найти такие 
проектные переменные, при которых 
удовлетворяются функции ограничений 
и функция цели достигает своего ло-
кального минимума. Получим выраже-
ние для вариации функции цели δI, раз-
ложив её в ряд Тейлора и отбросив ма-
лые величины второго порядка: 
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Аналогично получим выражение 
для вариаций функций ограничений Rδ : 
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Если из выражения (1) вычесть 
выражение (2), умноженное на вектор 
множителей Лагранжа ψ, то вариацию 
функции цели можно записать следую-
щим образом: 
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Теперь для того, чтобы избежать 
вычисления вариации δw, подберём 
вектор множителей Лагранжа ψ таким 
образом, чтобы выполнялось равенство 
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После того, как из сопряжённых 
уравнений (4) найден вектор множите-
лей Лагранжа, для вариации функции 
цели можно записать 

sGI Tδδ = , 
где 
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После того, как найден вектор 
градиента G, можно определить направ-
ление, в котором нужно изменить про-
ектные переменные с тем, чтобы мини-
мизировать функцию цели. Простейшей 
процедурой является метод наискорей-
шего спуска: 

Gs αδ −= , 

где α – положительное малое число, которое 
определяется в ходе численных экспери-
ментов. 

Двумерное стационарное течение вяз-
кого несжимаемого газа описывает система 
уравнений Навье-Стокса. Для удобства обо-
значим декартовы координаты x1, x2, а ком-
поненты вектора скорости V  − u1, u2. Будем 
подразумевать суммирование по повторяю-
щимся индексам i (i=1,2). Тогда уравнения 
Навье-Стокса могут быть записаны как 

0=
∂
∂

−
∂
∂

i

v
i

i

i

x
f

x
f  в области D,   (5) 

где  

















+
+=

22

11

ii

ii

i

i

puu
puu

u
f

δρ
δρ ; 

















=

2

1

0

jij

jij
v

if
δσ

δσ ; 












∂
∂

+
∂
∂

=
i

j

j

i
ij x

u
x
u

µσ ; 




=
≠

=
jiесли
jiесли

ij ,1
,0

δ ; 

p – давление; ρ – плотность; µ - вязкость. 
За переменные поля течения w(s) при-

нимается вектор w=(p,u1,u2)T. Для вывода 
сопряжённых уравнений векторное уравне-
ние (5) необходимо представить в вычисли-
тельном пространстве с системой координат 
ξ1, ξ2 такой, что контур исследуемого тела 
лежит на оси ξ1: 
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Из выражения (6) получим вариации 
функций ограничений δR(w,s). Так как в вы-
числительном пространстве форма тела и 
соответственно область Dξ остаются неиз-
менными при вариациях формы в физиче-
ском пространстве, то для любой точки вы-
числительной области можно записать 
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Запишем вариации для потоков в 
следующем виде: 

iIIiIi FFF δδδ += , v
iII

v
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v
i FFF δδδ += , 

где вариации с индексом I являются 
вкладами, связанными с изменением 
переменных поля течения wδ , а с ин-
дексом II – вклады, связанные с измене-
нием формы тела δs. 

Рассмотрим функцию цели I, ко-
торую можно представить как интеграл 
по границе профиля в вычислительном 
пространстве Bξw: 
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Выражение для вариации функции 
цели можно записать: 
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Уравнение (7) умножим на вектор 
множителей Лагранжа ψ=(ψ1,ψ2,ψ3)T, 
проинтегрируем по расчётной области 
Dξ и вычтем полученное выражение из 
выражения (9). В результате получим 
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где ni
ξ - компоненты вектора внешней 

нормали к границе области Bξ  в вычис-
лительном пространстве. Исходя из 
предположения, что на внешней грани-
це рассматриваемой области вариации 
потоков вследствие изменения формы 
тела равны нулю, можно записать: 

( )[ ]

( )

( ) .∫

∫

∫

−
∂
∂

+

+−
∂
∂

+

+−−=

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ
ξ

δδ
ξ
ψ

δδ
ξ
ψ

δδψδδ

D

v
iIIiII

T

i

D

v
iIiI

T

i

B

v
ii

T
i

dDFF

dDFF

dBFFnMI
w

    (10) 

Необходимо найти такие ψ, чтобы 
первые два интеграла выражения (10) 
обратились в нуль. Таким образом, со-
пряжённые уравнения и соответствую-
щие граничные условия можно записать 
в форме: 
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Граничные условия для сопряжённых 
уравнений определяются видом функции 
цели. Положим, что функцией цели являет-
ся вектор результирующей силы ( )YXT ,= , 
действующий на профиль, спроецирован-
ный на некоторое направление ( )21, qqq = . 
Тогда в вычислительном пространстве 
функцию цели можно представить в сле-
дующем виде: 
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Согласно выражению (8) 
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Отметим, что вдоль контура тела Bξw: 
01 =ξn , 12 −=ξn  и u1=u2=0 (граничное усло-

вие прилипания). Поэтому выражение (12) 
можно записать: 
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Из равенства (13) следует, что, если 
принять ψ2=q1, а ψ3=q2 на границе тела, то 
рассматриваемый интеграл обратится в 
нуль. Что касается ψ1, то его можно выби-
рать произвольно на границе Bξw, так как 
независимо от его значения интеграл обра-
щается в нуль. Граничные условия на внеш-
ней границе рассматриваемой области могут 
быть заданы различными способами, так как 
вариации потоков вследствие изменения 
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формы тела на этой границе предпола-
гаются равными нулю. Поэтому на 
внешней границе рассматриваемой об-
ласти положим ψ1=ψ2=ψ3=0. 

Определив вектор множителей Ла-
гранжа из уравнений (11), можно найти 
вариацию функции цели по формуле 
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Вариации потоков представим как 

s
s
FF i

iII δδ
∂
∂

= , s
s

FF
v

iv
iII δδ

∂
∂

= , 

где 
s
Fi

∂
∂  и 

s
F v

i

∂
∂  определяются численно 

варьированием соответствующего ком-
понента вектора проектных переменных 
s при неизменном поле течения. 

Тогда градиент функции цели бу-
дет иметь вид: 
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Как правило, градиент G не обла-
дает той же гладкостью, что и исходный 
контур. Поэтому алгоритм оптимизации 
может оказаться неустойчивым. Во из-
бежание этого в работе [2] предлагается 
заменить градиент G сглаженным гра-
диентом G , который получается в ре-
зультате решения неявного сглаживаю-
щего уравнения: 

GGeG =
∂
∂

∂
∂

−
11 ξξ

, 

где e − параметр, влияющий на степень 
сглаживания градиента. 

Таким образом, для вариации век-
тора проектных переменных можно за-
писать: 

Gs αδ −= . 
Прямая задача решается для вяз-

кого турбулентного несжимаемого те-
чения при помощи алгоритма SIMPLE в 
вычислительном пакете Star-CD. Число 
Рейнольдса 6103,3Re ⋅≈ , модель турбу-
лентности Spalart and Allmaras. Сопря-
жённые уравнения, в отличие от урав-
нений Навье-Стокса, являются линей-

ными и поэтому решаются при помощи 
адаптированного алгоритма SIMPLE. 

Постановка задачи. Минимизируется 
лобовое сопротивление симметричного 
профиля при заданной площади и хорде. В 
качестве исходных профилей используются 
NACA0012 и NACA0021. Расчётная сетка, 
которая используется для составления дис-
кретного аналога как уравнений движения, 
так и сопряжённых уравнений, строится при 
помощи метода, основанного на решении 
уравнений Пуассона [8]. На рис. 1 изобра-
жена такая сетка для профиля NACA0012 
размерностью 240х40. 

За проектные переменные принимают-
ся координаты узлов расчётной сетки, ле-
жащие на контуре профиля. Фиксирован-
ными являются узлы, принадлежащие зад-
ней кромке и носку профиля. Координаты 
узлов варьируются вдоль линий расчётной 
сетки (рис. 2). 

Согласно постановке задачи функцию 
цели можно записать следующим образом: 
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где  
V – площадь текущего профиля;  
V0 – площадь исходного профиля;  
CV – весовой коэффициент, который вво-

дится для обеспечения устойчивости алго-
ритма оптимизации. 

Принимаем, что ψ2=1, ψ3=0 на границе 
тела, и решаем сопряжённые уравнения 
(11). Получаем вектор множителей Лагран-
жа. После этого, согласно выражениям (14) 
и (15), вариацию функции цели можно запи-
сать: 
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Таким образом, градиент функции це-
ли определяется численно, за счёт варьиро-
вания соответствующего компонента векто-
ра проектных переменных s при неизмен-
ном поле течения. 

Результаты. На рис. 3 представлен 
исходный профиль NACA0012 и оптимизи-
рованный на расчётной сетке 240х40 при 
числе итераций N=200. 
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Рис. 1. Расчётная сетка 
 

 
 

Рис. 2. Проектные переменные 
 

 
Рис. 3. Профиль, полученный в результате оптимизации (сплошная линия), и исходный профиль 

NACA0012 (пунктирная линия) 
 

Величина коэффициента лобового 
сопротивления профиля Сx, полученно-
го в результате оптимизации, по отно-
шению к сопротивлению исходного 
профиля (рис. 3) снизилась на 24,4%, 

при этом площадь оптимизированного про-
филя уменьшилась на 0,4%. 

Графики процесса сходимости алго-
ритма оптимизации для исходного профиля 
NACA0012 представлены на рис. 4 и 5. На 
рис. 4 изображена зависимость коэффици-
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ента лобового сопротивления от цикла 
итераций. На рис. 5 изображена зависи-
мость площади профиля от числа ите-
раций. 

Из графиков сходимости (рис. 4 и 
5) видно, что решение мало изменяется 
уже после 80-й итерации. Однако для 
того, чтобы сделать вывод о достиже-
нии функцией цели некоего минимума, 
расчёт выполнялся до 200-й итерации. 

Так как используемый метод является гра-
диентным, то можно говорить о получении 
локального минимума. Из графиков сходи-
мости (рис. 4 и 5) видно, что в ходе оптими-
зации был получен локальный минимум. 

На рис. 6 представлен исходный про-
филь NACA0021 и оптимизированный на 
расчётной сетке 240х40 при числе итераций 
N=200. 

 
 

 
Рис. 4.  Зависимость лобового сопротивления от числа итераций 

 
Рис. 5.  Зависимость площади профиля от числа итераций 

 
Рис. 6.  Профиль, полученный в результате оптимизации (сплошная линия), и исходный профиль 

NACA0021 (пунктирная линия) 
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Величина коэффициента лобового 

сопротивления профиля, полученного в 
результате оптимизации, по отношению к 
сопротивлению исходного профиля (рис. 
6) снизилась на 37,2%, при этом площадь 
оптимизированного профиля уменьши-
лась на 1%. 

Выводы. Полученные результаты 
демонстрируют эффективность метода 
сопряжённого градиента. Профили, полу-
ченные в ходе оптимизации, могут быть 
использованы при проектировании стаби-
лизирующих и управляющих поверхно-
стей судов, подводных лодок или самолё-
тов, летающих при числе Маха M<0,3. 
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The problem of minimizing drag of symmetric airfoil at the given area and chord is dealt with. Optimiza-
tion is obtained by the adjoint gradient method for an incompressible viscous flow. The primal problem is solved 
by the SIMPLE algorithm using the Star-CD software. Adjoint equations are solved by the SIMPLE adapted 
algorithm. 
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