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Представлены основные этапы верификации комплекса математических моделей аэродинамики и 

динамики движения ротора Савониуса, основанных на методе дискретных вихрей. Результаты расчётов 
приводятся в сравнении с данными численных и натурных экспериментов, проведённых другими авто-
рами.  

 
Математическая модель, ротор Савониуса, метод дискретных вихрей, динамика, коэффициент 

использования энергии ветра. 
 
Ветроэнергетика является одним из 

приоритетных направлений развития оте-
чественной энергетики. Ветроэнергетиче-
ские установки (ВЭУ) можно разделить на 
две основные группы: с горизонтальной и 
вертикальной осями вращения ротора. 
Для небольших хозяйств и бытовых нужд 
выгодно использовать вертикально-
осевые установки, в частности ВЭУ с ро-
тором Савониуса, т. к. они имеют про-
стую конструкцию, не требуют ориента-
ции на ветер и обладают большим 
начальным моментом [1]. В связи с боль-
шим распространением таких ВЭУ на 
первый план выходят следующие задачи: 
задача создания каталога типоразмеров 
ВЭУ с заданной геометрией роторов, поз-
воляющего определить зависимость вы-
ходных (мощностных) характеристик от 
скорости ветра, диаметра ротора, удлине-
ния лопастей; задача оптимизации формы 
лопастей с целью увеличения коэффици-
ента использования энергии ветра и мно-
гие другие. Самым распространённым на 
данный момент методом их решения яв-
ляется продувка опытных образцов рото-
ров в аэродинамических трубах. Однако 
существенно более дешёвым и гибким 
средством является математическое моде-
лирование. 

В данной статье рассматривается ве-
рификация созданного авторами про-

граммного продукта, представляющего 
собой комплекс математических моделей 
аэродинамики и динамики движения ро-
тора Савониуса, подробно описанного в 
работах [2, 3]. В его основе лежит метод 
дискретных вихрей [4, 5], позволяющий 
смоделировать сложный нелинейный не-
стационарный процесс взаимодействия 
лопастей ротора ВЭУ с воздушным пото-
ком. С помощью данного метода можно 
провести так называемый виртуальный 
эксперимент, вычислить скорость потока 
в произвольной точке пространства при 
обтекании объекта, получить безразмер-
ные коэффициенты давлений на его по-
верхности, мгновенную картину вихревых 
структур и многое другое. Для этого 
необходимо представить объект (ротор 
ВЭУ) как дискретную систему панелей 
прямоугольной формы. Далее, переходя 
от безразмерных коэффициентов давле-
ний к размерным нагрузкам, можно вы-
числить крутящий момент на роторе в 
произвольный момент времени и смоде-
лировать его движение в динамике. Меняя 
при этом геометрию ротора, скорость 
набегающего потока и момент сопротив-
ления генератора, можно получить широ-
кий спектр результатов, анализ которых 
поможет решению поставленных выше 
задач. 



Вестник Самарского государственного аэрокосмического университета                            № 1 (39) 2013 г. 

149 
 

Прежде чем проводить виртуальный 
эксперимент, необходимо провести по-
этапную верификацию созданных моде-
лей и убедиться в достаточной точности 
вычисления: 

а) координат дискретных вихрей 
следа за обтекаемым объектом;  

б) скоростей потока в произвольной 
точке пространства вблизи объекта; 

в) безразмерных коэффициентов 
давлений на панелях разбиения поверхно-
сти объекта; 

г) крутящего момента на вращаю-
щемся роторе, а также его угловых уско-
рения, скорости и координаты; 

д) осевого момента инерции ротора; 

е) энергетических характеристик 
нагруженного ротора (в первую очередь, 
коэффициента использования энергии 
ветра). 

Каждый элемент представленного 
перечня соответствует отдельному этапу 
верификации. 

Проверку правильности выстраива-
ния вихревого следа производим на при-
мере обтекания неподвижной пластины. 
На рис. 1 рассчитанный авторами вихре-
вой след за квадратной пластиной, распо-
ложенной перпендикулярно набегающему 
с постоянной скоростью потоку, показан в 
сравнении с результатами, которые при-
водят С. М. Белоцерковский и М. И. Ништ 
[4].  

 
а 

 
 

 
б 
 

Рис. 1. Рассчитанный вихревой след за неподвижной плоской пластиной  
в различные моменты безразмерного времени τ:  

τ = 1 (слева), τ = 2,5 (справа); а  — авторы, б  — работа [4] 
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На рис. 1, а особенно хорошо замет-
на указанная в работе [4] тенденция сво-
рачивания вихревых пелен в спиралевид-
ные жгуты. При этом те части пелены, что 
сходят с угловых точек, движутся быст-
рее, чем части, образующиеся вблизи се-
редин кромок пластины. 

Далее убедимся в правильности вы-
числения скоростей потока в произволь-
ных точках пространства. На рис. 2 пред-
ставлено рассчитанное поле скоростей 
потока в плоскости, перпендикулярной 
пластине. Хорошо заметны характерные 
зоны, которые можно наблюдать в про-
стейшем опыте на движение пластины в 
гидролотке: зона торможения набегающе-
го потока перед пластиной, зона обратно-
го течения за ней, зоны увеличения скоро-
сти потока вблизи кромок. 

Смоделировано обтекание кругового 
цилиндра (тонкой пластины, свёрнутой в 
трубу с малым зазором между смежными 
кромками) большого удлинения (λ = 200) 
потоком, имеющим единичную скорость и 
направленным вдоль оси абсцисс (рис. 3). 
Из теории идеальной жидкости известно, 
что в точках (A и B) пересечения окруж-
ности основания цилиндра с осью абсцисс 
поток полностью тормозится, а в точках 
(C и D) пересечения окружности с осью 
ординат его скорость принимает макси-
мальное значение, не зависящее от радиу-
са цилиндра и равное удвоенной скорости 
на бесконечности [6]. Результаты расчёта 
поля скоростей в среднем сечении цилин-
дра демонстрируют совпадение с данны-
ми теории. 

 

 
 

Рис. 2. Поле скоростей потока при обтекании прямоугольной пластины (α = 90°) 
 

 
 

Рис. 3. Поле скоростей в среднем сечении цилиндра (тонкостенной трубы) 
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Рис. 4. Расчётные и экспериментальные данные 
по аэродинамическим нагрузкам  
на прямоугольной пластине: 
a — авторы, б — работа [4]  

(1 — линейная теория, 2 — нелинейная теория, 
точки — эксперимент) 

 
 

Обратим внимание на то, что рас-
считанная скорость потока в точках, ле-
жащих внутри трубы, стремится к нулю. 
Это означает, что в данном случае замена 
сплошного цилиндра на тонкостенную 
незамкнутую трубу вполне допустима и 
не противоречит физике процесса. 

Правильность расчёта безразмерных 
коэффициентов давления проверим для 
случаев обтекания плоской пластины, ци-
линдра и профиля.  

На рис. 4 показаны результаты про-
изведённых расчётов безразмерных коэф-
фициентов давления Cp при обтекании не-
подвижной прямоугольной пластины с 
удлинением λ = 0,25 под углом атаки 
α = 20° в сравнении с данными, которые 
приведены в [4]. 

Далее рассмотрим распределение 
безразмерных давлений на поверхности 
цилиндра (тонкостенной незамкнутой 
трубы), определяемых формулой 

 

∞

=
q
pp ,              (1) 

где p — размерное давление (в паскалях), 

2

2
∞

∞ =
Uq вρ  — динамическое давление 

набегающего потока, ρв — плотность воз-
духа, U∞ — скорость потока. Сравним 
теоретические значения безразмерного 
давления, рассчитанные с помощью тео-
рии идеальной жидкости, с результатами, 
полученными посредством численного 
моделирования (рис. 5). 

 

 
 
 

Рис. 5. Распределение безразмерного давления на поверхности  
круглого цилиндра (среднее сечение) 
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Рис. 6. Визуализация обтекания крыла (α = 10°) 
 
 
 

 
 

Рис. 7. Зависимость коэффициента подъемной силы крыла от угла атаки 
 
Смоделировано обтекание крыла 

бесконечного удлинения (в плоской по-
становке задачи) с профилем NACA-
23011 под углом атаки α потоком, направ-
ленным вдоль оси абсцисс (рис. 6).  

Полученная по результатам 
моделирования зависимость 
коэффициента подъёмной силы крыла от 
угла атаки (в градусах) показана на рис. 7 
в сравнении с экспериментальными 
данными [8]. Так как периметр профиля 
был разбит на конечное число панелей, 
коэффициент подъёмной силы 
определялся по формуле 

∑
=

=
n

i
iiipy ynlCC

1
),cos( ,            (2) 

где n — число панелей разбиения; il — 
безразмерная длина панели с номером i; 

),( yni  — угол между внешней нормалью 
к панели с номером i и осью ординат. 

Расчётные значения коэффициента 
получились завышенными, так как моде-
лировалось крыло бесконечного удлине-
ния (не учитывался скос потока, прису-
щий крылу конечного удлинения), в то 
время как экспериментальные данные по-
лучены для крыла с удлинением λ = 5.  

Следующий этап – проверка пра-
вильности вычисления крутящего момен-
та и кинематических параметров ротора – 
требует моделирования обтекания не ста-
тичных, как ранее, а движущихся тел с 
наперёд не известным законом движения. 
Простейшим примером такого движения 
является вращение флюгера — тонкой 
плоской прямоугольной пластины, кото-
рая может свободно поворачиваться во-
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круг оси, проходящей вдоль одной из её 
сторон, под действием набегающего пото-
ка. При этом пластина будет совершать 
затухающие колебания, так как при обра-
зовании вихревого следа происходят по-
тери энергии.  

Рассмотрим свободное вращение 
квадратной пластины из дюралюминия 
(плотность ρ = 2650 кг/м3) со стороной 
a = 1 м и толщиной b = 3 мм при постоян-
ной скорости набегающего потока 
U∞ = 10 м/с и начальной угловой коорди-
нате φ = 90°. На каждом расчётном шаге 
вычислялся крутящий момент, после чего 
производилось двукратное интегрирова-
ние дифференциального уравнения вра-
щательного движения. Результаты инте-
грирования представлены на рис.8. 

 

 
 

Рис. 8. Зависимость угловой координаты флюгера 
от времени 

 
Из рис.8 следует, что принятая мо-

дель пластины демонстрирует затухаю-
щие колебания пластины, поскольку оче-
видно её стремление к самоустановке па-
раллельно набегающему потоку. 

Составление дифференциального 
уравнения динамики вращательного дви-
жения и, как следствие, вычисление угло-
вых скорости и координаты ротора невоз-
можно без знания величины осевого мо-
мента инерции ротора относительно оси 
вращения. В рассматриваемом программ-
ном продукте осевой момент инерции ро-
тора произвольной формы находится по 
стандартной формуле 

∑
=

=
n

k
kkz hmJ

1

2 ,             (3) 

где n — число панелей разбиения; mk — 
масса панели с номером k; hk — расстоя-
ние от центра тяжести панели с номером k 
до оси вращения. 

С увеличением числа панелей разби-
ения точность вычисления осевого мо-
мента инерции увеличивается. Для рас-
смотренной выше тонкой пластины пола-
гаем достаточным разбиение 30× 30 пане-
лей: в этом случае полученное численным 
методом значение осевого момента инер-
ции равно 2,52 кг·м2, что отличается ме-
нее чем на 5% от истинного значения 
2,65 кг м2, определенного по формуле 

2

3
1 maJ z = ,              (4) 

где m — масса пластины, a — длина сто-
роны. 

Реализованный алгоритм численного 
нахождения момента инерции особенно 
полезен при рассмотрении роторов более 
сложной геометрии. Примером может 
служить ротор Савониуса с профилем ло-
пасти, представляющим собой полу-
окружность радиусом r (рис. 9). 

 

 
Рис. 9. Двухлопастной ротор Савониуса 

 с разбиением на панели 
 
Аналитическое выражение для осе-

вого момента инерции рассматриваемого 
двухлопастного ротора имеет вид 

2

2
1 MRJ z = ,              (5) 

где M — масса ротора; rR 2= — радиус 
ротора. 

Значение осевого момента инерции, 
рассчитанное по формуле (5) для ротора 
указанной конфигурации, изготовленного 
из листа толщиной b = 1 мм (сплав Д16Т, 
плотность 2775 кг/м3), высотой h = 1 м и 
радиусом R = 0,3 м, равно 0,11768 кг·м2. 
Найденная численным интегрированием 
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величина (при 40 панелях разбиения 
вдоль оси вращения и 100 панелях вдоль 
профиля) составляет 0,11357 кг·м2. По-
грешность не превышает 5%. 

Таким образом, задавая в программ-
ном продукте произвольные конфигура-
ции роторов, можно получать значения 
осевого момента инерции с достаточной 
точностью, не прибегая к зачастую гро-
моздкому выводу аналитических зависи-
мостей для его определения. 

Заключительный этап верификации 
– определение и контроль правильности 
вычисления мощностных характеристик 
ВЭУ, важнейшей из которых является ко-
эффициент использования энергии ветра ξ 
(часто выражается в процентах): 

3
∞

=
hRU
N

âρ
ξ ,             (6) 

где N — мощность ВЭУ; h — высота ро-
тора. 

Как правило, в литературе (напри-
мер в [1]) коэффициент использования 
энергии ветра для конкретного типа ВЭУ 
приводится в зависимости от быстроход-
ности её ротора ω , определяемой по 
формуле 

∞

=
U

Rω
ω ,              (7) 

где ω — угловая скорость ротора. 
Коэффициент использования 

энергии ветра и быстроходность зависят 
от величины момента сопротивления 
генератора Мс, которым нагружается 
ротор. Сравнение результатов 
проведённых численных экспериментов 
для ротора рассмотренной выше конфигу-
рации (удлинение лопастей λ = h/2R=1,67) 
при постоянной скорости набегающего 
потока, равной 10 м/с, и при различных 
значениях Мс (0; 0,75; 1,5; 2,25; 3,0; 3,75; 
4,5; 5,0; 5,5 Н·м) с данными натурного 
эксперимента в аэродинамической трубе 
КНИТУ–КАИ  (В. В. Жерехов и др.) 
приведено на рис.10. 

Используя максимальный 
коэффициент использования энергии 
ветра, можно определить мощность ВЭУ с 
лопастями данного удлинения при 

различных значениях диаметра ротора и 
скорости набегающего потока (табл. 1). 

 

 
 

Рис. 10. Зависимость коэффициента 
использования энергии ветра  

от быстроходности для двухлопастного  
ротора Савониуса 

 
По результатам верификации пред-

лагаемого комплекса математических мо-
делей можно сделать вывод, что про-
граммный продукт может быть использо-
ван для решения широкого спектра задач, 
стоящих перед ветроэнергетикой: 

1) создание каталога типоразмеров 
ВЭУ с заданной геометрией роторов, поз-
воляющего определить зависимость вы-
ходных (мощностных) характеристик от 
скорости ветра, диаметра ротора, удлине-
ния лопастей; 

2) определение оптимальной с точки 
зрения эффективности использования 
энергии ветра геометрии лопастей рото-
ров (имеющих форму дуги окружности, 
части лемнискаты, дуги эллипса и т. п.) 
для уже существующих конструкций ВЭУ 
с вертикальной осью вращения; 

3) разработка новых конструктив-
ных схем ВЭУ; 

4) моделирование динамики выхода 
ВЭУ на рабочий режим; 

5) моделирование поведения ВЭУ 
при непредвиденных обстоятельствах 
(например, при внезапном увеличении 
скорости ветра выше запланированного 
значения); 

6) расчет нагрузки на элементы ВЭУ 
(например, на опоры валов). 
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Таблица 1. Мощность ВЭУ (в ваттах) с двухлопастным ротором Савониуса для двух различных значений 
удлинений лопастей 

 
 

5 7,5 10 12,5 15 

λ = 1,67 
0,3 1,73 5,85 13,86 27,07 46,78 
0,6 6,93 23,39 55,44 108,28 187,11 
0,9 15,59 52,63 124,74 243,63 421,00 
1,2 27,72 93,56 221,76 433,13 748,44 

λ = 3,33 
0,3 3,92 13,21 31,32 61,17 105,71 
0,6 15,66 52,85 125,28 244,69 422,82 
0,9 35,24 118,92 281,88 550,55 951,35 
1,2 62,64 211,41 501,12 978,75 1691,28 
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The paper presents the main stages of verification of a complex of mathematical models of aerodynamics 

and dynamics of a Savonius rotor motion based on the discrete vortex method. The results of calculations are 
compared with the data of experiments conducted by others authors. 
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